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Résumé

Nous démontrons que l’application de groupes de cohomologie étale à coefficients dans Fp entre deux

courbes affinoïdes rigides sur une extension finie K de Qp , l’une strictement incluse dans l’autre, est d’image

finie. Comme corollaire, nous obtenons la profinitude des groupes de cohomologie étale pour les faisceaux

Zariski-constructibles sur les courbes rigides partiellement propres sur K . Nous obtenons aussi des résultats

parallèles pour la cohomologie étale à support compact.
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0 Introduction

0.1. Notation et convention. Fixons un nombre premier p . Soit K une extension finie de Qp d’anneau des
entiers OK et de corps résiduel k = Fq (sauf mention expresse du contraire). Notons 𝔪K l’idéal maximal de
OK . Fixons C le complété d’une clôture algébrique de K .

Nous considérons la cohomologie étale des espaces rigides (analytique) sur K ou sur C au sens de Huber
[31]. Un espace rigide de dimension 1 sur K sera appelé une courbe sur K .

0.2. Nous nous intéressons à diverses propriétés de finitude des groupes de cohomologie en géométrie algé-
brique et géométrie analytique. Limitons-nous aux cohomologies singulière et étale.

*Email : yicheng.zhou@universite-paris-saclay.fr.
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En géométrie analytique complexe, tout espace analytique complexe compact étant homotopiquement
équivalent à un complexe CW fini [59, 38], ses groupes de cohomologie singulière à coefficients dans Z (qui
coïncident avec les groupes de cohomologie du faisceau constant Z pour la topologie usuelle) sont des groupes
abéliens de type fini. Dans le cas d’une variété complexe lisse et compacte, la finitude peut aussi se voir par la
suite spectrale de Leray appliquée à un recouvrement ouvert fini de la variété tel que toutes les intersections
des ouverts sont contractiles [18, Lemma 6.9].

En géométrie algébrique, il se trouve que le bon analogue de la cohomologie singulière à considérer est
la cohomologie étale, définie comme la cohomologie de faisceaux pour la topologie étale proposée par Gro-
thendieck, et qu’il faudrait l’étudier avec les coefficients dans un groupe de torsion Λ, parmi lesquels les plus
simples sont les faisceaux constants Z/n, avec n ∈ Z. Il est démontré que les groupes de cohomologie étale
H i

ét (X ,Z/n) sont finis pour les variétés algébriques propres X sur un corps algébriquement clos de caracté-
ristique 0, mais sa preuve est beaucoup moins élémentaire qu’en topologie à cause du fait que les variétés
algébriques ne sont plus nécessairement localement contractile. Cette finitude se généralise aux morphismes
de type fini de schémas excellents sur Q et aux coefficients constructibles [3, exposé XIX].

En géométrie analytique sur un corps non archimédien de caractéristique résiduelle p , Huber [31, Pro-
position 6.1.1] a prouvé cette finitude pour les variétés analytiques quasi-compactes et quasi-séparées et les
faisceaux constructibles, à condition que la multiplication par p soit inversible sur le faisceau.

La situation pour les faisceaux constants p-primaires est délicate. Pour simplicité, regardons d’abord les
variétés analytiques sur C . L’analogue naïf de la finitude même pour les coefficients Z/p est faux pour les
variétés analytiques générales sur C qui sont non propres, comme nous pouvons le voir par le calcul pour la
boule unité fermée B1

C . En effet, fixons une racine p-ième primitive 𝜁p de l’unité, de sorte que nous pouvons
identifier (non canoniquement) les faisceaux étales Fp ≃ 𝜇p sur X . À l’aide de la suite exacte de Kummer sur
Xét

0→ 𝜇p → O×X
(−)p→ O×X → 0,

on déduit un isomorphisme (non canonique)

H 1
ét (B1

C ,Fp ) ≃ C ⟨T ⟩
× /C ⟨T ⟩×p ,

qui est un groupe infini. Cependant, la finitude pour les variétés analytiques propres sur C était attendue,
mais cette question est restée ouverte longtemps avant que Scholze ne l’affirme en démontrant le théorème de
comparaison primitif [48, Theorem 5.1], qui relie la cohomologie étale d’un Fp -système local à la cohomologie
du faisceau cohérent pro-étale associé. Ce dernier point de vue permet de développer un formalisme des
six-foncteurs en géométrie analytique p-adique [39, 2]. En plus, un analogue des faisceaux constructibles dans
le cas p-primaire, proposé par Bhatt et Hansen, est les faisceaux Zariski-constructibles, dont des propriétés de
permanence ont été étudiées dans [5, 37].

0.3. Nous nous intéressons dès maintenant à la finitude des groupes de cohomologie étale H n
ét (X ,Λ) à coeffi-

cients dans un groupe de torsion Λ = Z/n pour les espaces rigides X quasi-compacts et quasi-séparés sur une
extension finie K de Qp .

Si n est premier à p , la finitude est due à Huber [31, Proposition 6.1.1]. Mais l’analogue p-primaire est faux
en général. En effet, en supposons que K contient une racine p-ième primitive de l’unité, et à l’aide de la suite
exacte de Kummer, on déduit qu’il existe un morphisme injectif

K ⟨T ⟩× /K ⟨T ⟩×p ↩→ H 1
ét (B1

K ,Fp ).

Contenant un sous-groupe isomorphisme à K ⟨T ⟩× /K ⟨T ⟩×p , qui est infini, le groupeH 1
ét (B1

K ,Fp ) est également
infini. Néanmoins, si X est propre sur K , la finitude est vraie et découle de la finitude sur C de Scholze et de
la suite spectrale de Hochschild-Serre par la finitude de la cohomologie galoisienne d’un module fini (le corps
K étant une extension finie de Qp ) [51, chapitre II, §5.2].

0.4. Dans les travaux Colmez, Dospinescu et Nizioł [14, théorème 2.1] sur la géométrisation de la correspon-
dance de Langlands locale p-adique pour GL2 (Qp ), un ingrédient technique important est la profinitude de la
cohomologie étale mod p de tous les niveaux finis de la tour de Drinfeld, qui sont des espaces rigides Stein sur
(une extension finie de) Qp . Sa démonstration repose fortement sur l’existence d’un bon modèle semi-stable
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global, et pourra se généraliser à tous les espaces Stein à réduction semi-stables (voir la proposition (A.2) pour
les détails).

0.5. Une interpolation entre ces deux résultats précédents, la finitude d’un côté pour les espaces rigides
propres et la profinitude de l’autre côté pour les espaces rigides Stein, suggère qu’il y aurait une profinitude
des systèmes de groupes de cohomologie étale pour une suite strictement croissante d’ouverts quasi-compacts
(ou simplement d’ouverts affinoïdes).

Nous aurions voulu envisager une finitude de H n
ét (X ,Fp ), avec j : X → X la compactification universelle

d’un espace rigide affinoïde X sur K à la Huber [31, Theorem 5.1.5]. Pourtant, ceci est faux, puisque le faisceau
étale Rm j∗ j ∗F s’annule pour m > 0 pour tout faisceau étale surconvergent F sur X selon [31, Proposition 8.1.2,
ii)] ; en particulier, pour le faisceau constant Fp , on a H n

ét (X ,Fp )
≃→ H n

ét (X ,Fp ), qui est un groupe énorme.

Ainsi, la finitude de l’image que nous allons montrer ne semble pas être incarnée dans la finitude de
certain objet géométrique ne dépendant que de l’affinoïde intérieur ; plus l’affinoïde extérieur s’en approche,
plus grande est l’image de l’application de groupes de cohomologie. Ceci conduit à la conjecture suivante :

0.6 - Conjecture. Soit U ⊂† X une inclusion ouverte stricte d’affinoïdes rigides sur K . Alors pour tous n,m ∈ N,
les applications induites H n

ét (X ,Z/pm) → H n
ét (U ,Z/pm) et H n

ét,c (U ,Z/pm) → H n
ét,c (X ,Z/pm) sont d’image finie.

0.7. Signalons d’abord quelques conséquences de la conjecture (cf. Section 2). D’une part, la conjecture en
dimension d impliquerait la profinitude du groupe de cohomologie étale d’un espace rigide partiellement
propre de dimension d sur K , qui serait la limite projective des groupes de cohomologie étale d’une suite
d’ouverts quasi-compacts strictement croissante dont la réunion est l’espace total. D’autre part, si la conjecture
était vraie en toute dimension ≤ d , alors un dévissage due à Hansen [30] permettrait d’en déduire la conjecture
pour tous les coefficients Zariski-constructibles.

0.8. Nous allons démontrer cette finitude seulement en dimension 1, autrement dit, pour les courbes, cf. le théorème
(3.3.14), tout en ignorant le cas de dimension supérieure. Nous obtiendrons ainsi, sans faire intervenir des
modèles semi-stables global, une autre preuve d’une version affaiblie de [14, théorème 2.1], qui suffirait pour son
application arithmérique.

Concernant la preuve de la conjecture pour les courbes, nous en donnerons deux, l’une dans le cas lisse
(cf. section 3.2) et l’autre dans le cas général (cf. section 3.3). Elles suivront la même ligne : étudier le cas de
réduction semi-stable (cf. section 3.1), et y ramener dans le cas général.

La première étape se restreint fortement aux courbes, alors que la deuxième, malgré le théorème de
réduction semi-stable pour les courbes, peut se réaliser en dimension quelconque par hyperdescente grâce aux
résultats de résolution des singularités en caractéristique mixte dus à Saito et à Temkin.

0.9. Remerciement. Cet article fait partie de la thèse de l’auteur, qui voudrait remercier sincèrement sa
directrice Wiesława Nizioł pour tout son soutien et encouragement ainsi que les discussions sur ce projet, et
pour ses corrections et commentaires sur des versions préliminaires de ce manuscrit. Il remercie aussi Kęstutis
Česnavičius et Alberto Vezzani dont la lecture soigneuse et les remarques ont contribué à l’amélioration de
ce travail. L’auteur voudrait remercier la Fondation de l’École polytechnique, la Simons Collaboration on
Perfection in Algebra, Geometry, and Topology et la Fondation Mathématique Jacques Hadamard pour leur
soutien pendant ce projet.

1 Préliminaires

Dans cette section, nous rassemblons des résultats préliminaires qui seront systématiquement utilisés

dans les preuves. D’abord seront présentées des généralités de base concernant les applications d’image finie,

notamment leur comportement par rapport à la suite spectrale. Ensuite, en suivant [14, 2.1], nous rappellerons la

filtration de Bloch-Kato-Hyodo sur les faisceaux de cycles proches pour les schémas formels et l’identification

des gradués.
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1.1 Applications d’image finie

1.1.1. Soit {Ai }i ∈N un système projectif de groupes abéliens. On dit qu’il est profini si pour tout i ∈ N,
l’application Ai+1 → Ai est d’image finie. On dit qu’il est essentiellement profini s’il existe un système {A′i }i ∈N
profini entrelaçant {Ai }i ∈N quitte à extraire une sous-ensemble d’indices de N, ou ce qui revient au même, s’il
existe un autre système {A′i }i ∈N entrelaçant {Ai }i ∈N (quitte à extraire un sous-système de ce dernier) avec A′i
des groupes abéliens finis. Tout système profini est essentiellement profini.

1.1.2 - Lemme. Si {Ai }i ∈N est un système projectif de groupes abéliens essentiellement profini, alors R1 limi Ai = 0.

Démonstration. Le système {Ai }i ∈N vérifie la condition de Mittag-Leffler. □

1.1.3 - Lemme. Soit ( fi )i ∈N : {Ai }i ∈N → {Bi }i ∈N un morphisme de systèmes projectifs de groupes abéliens. Si les
morphismes Ai+1 → Ai et Bi+1 → Bi sont tous d’image finie, alors il en est de même pour le système des noyaux
{ker fi }i ∈N et celui des conoyaux {coker fi }i ∈N.

Démonstration. C’est évident, car on a des injections im(ker fi+1 → ker fi ) ↩→ im(Ai+1 → Ai ) et des surjections
im(Bi+1 → Bi ) ↠ im(coker fi+1 → coker fi ). □

1.1.4 - Lemme. Soit
Ak A′′k

A′j A j A′′j

A′i Ai

𝜋k j 𝜋′′k j
f j

𝜋′j i

g j

𝜋 j i

fi

un diagramme commutatif de groupes abéliens tel que la suite horizontale du milieu est exacte et les deux flèches
verticales de côté sont d’image finie. Alors la composée des flèches verticale au du milieu est aussi d’image finie.

Démonstration. On vérifie que im(𝜋 j i ◦𝜋k j ) ⊂ im( fi ◦𝜋′j i ) +𝜋 j i (�im(𝜋′′k j )), où l’on a noté �im(𝜋′′k j ) pour un choix
d’ensemble fini d’antécédents de im(𝜋′′k j ) dans A j . □

1.1.5 - Lemme. Soit
Ei ,jr (t ) ⇒ Ei+ j∞ (t ), t ∈ N

un système projectif de suites spectrales convergentes de groupes abéliens. Supposons que pour tout t ∈ N et tous i , j , le
morphisme Ei ,jr (t + 1) → Ei ,jr (t ) soit d’image finie.

Soit n ∈ N. S’il existe un intervalle [m1,m2] d’extrémités entières tel que la filtration spectrale sur En∞ (s ) pour
tout s ∈ N est concentrée en degrés dedans, alors pour tout t ∈ N, le morphisme

En∞ (t + (m2 −m1 + 1)) → En∞ (t )

est d’image finie.

Démonstration. Par hypothèse et d’après le lemme (1.1.3), pour tout i ∈ Z et tout t ∈ N, le morphisme Ei ,n−i∞ (t +
1) → Ei ,n−i∞ (t ) est d’image finie. Or, pour tout t ∈ N, le groupe En∞ (t ) est une extension successive des
Ei ,n−i∞ (t ), i ∈ [m1,m2]. Alors, en appliquant m2 −m1 fois le lemme (1.1.4), on peut conclure.

Expliquons l’entier m2 − m1 ici. En effet, dénotant par Fili (t ) la filtration spectrale sur l’abouttisement
En∞ (t ), montrons par récurrence sur l’entier i ∈ [m1 + 1,m2 + 1] que

(★i ) Pour tout t ∈ N, l’application En∞ (t + i −m1) → En∞ (t )/Fili (t ) est d’image finie.
Notons que l’on aura Film2+1 (t ) = 0, ce qui permettra de conclure le lemme. D’abord, si i = m1 + 1, l’image en
question est égale à celle de Em1,n−m1

∞ (t + 1) → Em1,n−m1
∞ (t ), donc est finie. Supposons maintenant que (★i ) soit
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vraie pour certain i ∈ [m1 + 1,m2]. Considérons le diagramme commutatif suivant

En∞ (t + i + 1 −m1) En∞ (t + i + 1 −m1)

Ei ,n−i∞ (t + 1) En∞ (t + 1)/Fili+1 (t + 1) En∞ (t + 1)/Fili (t + 1)

Ei ,n−i∞ (t ) En∞ (t )/Fili+1 (t )

id

dont la suite horizontale du milieu est exacte. La flèche verticale en bas à gauche est d’image finie, et celle en
haut à droite l’est aussi par (★i ). On en déduit (★i+1) en appliquant une fois le lemme (1.1.4). □

1.1.6 - Corollaire. Soit
Ei ,jr (t ) ⇒ Ei+ j∞ (t ), t ∈ N

un système projectif de suites spectrales convergentes de groupes abéliens qui sont concentrées au premier quadrant.
Supposons que pour tout t ∈ N et tous i , j , le morphisme Ei ,jr (t + 1) → Ei ,jr (t ) soit d’image finie.

Soit n ∈ N. Alors pour tout t ∈ N, le morphisme

En∞ (t + n + 1) → En∞ (t )

est d’image finie.

1.1.7 - Remarque. Présentons une preuve alternative du lemme mais plus générale. On pourra considérer pour
tout t ∈ N la filtration décroissante Fil•twist sur E

n
∞ (t ) définie par

FilitwistE
n
∞ (t ) B

{
En∞ (t ) si i ≤ m1∑
j ≥i E

n
∞ (t ) ∩ Fil j (t − j +m1) si i ∈ [m1 + 1,m2]

.

où En∞ (t ) ∩Fil j (t −k ) dénote l’image réciproque de Fil j (t − j ) par En∞ (t ) → En∞ (t −k ) pour k ≥ 0. La filtration
Filitwist est stable à partir de i ≥ m2 + 1, et on a

FilitwistE
n
∞ (t ) = ker(En∞ (t ) → En∞ (t − (m2 −m1 + 1))), ∀i ≥ m2 + 1.

Étudions les gradués. On a gritwist ≠ 0 seulement si i ∈ [m1,m2]. Pour tels i , le gradué gritwist reçoit une
surjection comme suit

im(Ei ,n−i∞ (t ) → Ei ,n−i∞ (t − i +m1))

En∞ (t ) ∩ Fili (t − i +m1)
En∞ (t ) ∩ Fili+1 (t − i +m1)

En∞ (t ) ∩ Fili (t − i +m1)
(En∞ (t ) ∩ Fili (t − i +m1)) ∩ (

∑
j ≥i+1 E

n
∞ (t ) ∩ Fil j (t − j +m1))

FilitwistE
n
∞ (t )

Fili+1twistE
n
∞ (t )

,

≃

≃

d’où la finitude de gritwist E
n
∞ (t ). On en tire la finitude de

Fil0twistE
n
∞ (t )/Fil+∞twistEn∞ (t ) = En∞ (t )

/
ker(En∞ (t ) → En∞ (t − (m2 −m1 + 1)))

≃→ im(En∞ (t ) → En∞ (t − (m2 −m1 + 1))).
1.1.8 - Corollaire. Soient A une catégorie abélienne et A0 une sous-catégorie épaisse. Soit

Ei ,jr (t ) ⇒ Ei+ j∞ (t ), t ∈ N

un système projectif de suites spectrales dans A convergentes. Supposons que pour tout t ∈ N et tous i , j , le morphisme
Ei ,jr (t + 1) → Ei ,jr (t ) soit d’image dans A0.
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Soit n ∈ N. S’il existe un intervalle [m1,m2] d’extrémités entières tel que la filtration spectrale sur En∞ (s ) pour
tout s ∈ N est concentrée en degrés dedans, alors pour tout t ∈ N, le morphisme

En∞ (t + (m2 −m1 + 1)) → En∞ (t )

est d’image dans A0.

Démonstration. Il suffit d’établir que les morphismes Ei ,j∞ (t + 1) → Ei ,j∞ (t ) sont d’image dans A0, car on
pourra alors appliquer l’analyse dans la remarque précédente pour conclure, en tenant compte du fait que
A0 est stable par extensions et quotients. Pour cela, il suffit de montrer que les morphismes Ei ,jr+1 (t + 1) →
Ei ,jr+1 (t ) sont d’image dans A0 et de raisonner par récurrence. Comme dans la preuve de (1.1.3), on trouve que
kerd i ,jr (t + 1) → kerd i ,jr (t ) est d’image un sous-objet de im(Ei ,j∞ (t + 1) → Ei ,j∞ (t )), donc dans A0, et que
imd i−r ,j+r−1r (t + 1) → imd i−r ,j+r−1r (t ) est d’image un quotient de im(Ei−r ,j+r−1∞ (t + 1) → Ei−r ,j+r−1∞ (t )), donc
dans A0. Finalement, on conclut en prenant leurs quotients Ei ,jr+1 (·) = kerd i ,jr (·)/imd

i−r ,j+r−1
r (·). □

1.1.9 - Proposition ([41, Remark 1.2.2.4, Proposition 1.2.4.5]). Soit C une∞-catégorie stable munie d’une t -structure
de cœur A (le nerf d’une catégorie abélienne). Soit A• un objet cosimplicial dans C≥0. On a une suite spectrale
convergente

Ei . j1 = Ei ,j1 (A
•) ⇒ 𝜋i+ j (lim

Δ
A•)

avec la première page (E•,j1 ,d1) identifiée au complexe normalisé associé par la correspondance de Dold-Kan à l’objet
simplicial 𝜋 j (A•) de A.

Démonstration. C’est loc. cit. appliquée à la catégorie opposée Cop. □

1.1.10 - Lemme. Soit A•1 → · · · → A•r+1 une chaîne d’objets cosimpliciaux dans D≥0 (Z). Supposons que pour
tout t ∈ [1,r ] et tous i , j ∈ N, le morphisme 𝜋 j (A [i ]t+1) → 𝜋 j (A [i ]t ) est d’image finie. Alors pour tous n ∈ N et
t ∈ [1,r + 1 − (n + 1)], le morphisme

𝜋n (lim
Δ
A•t+n+1) → 𝜋n (lim

Δ
A•t )

est d’image finie.

Démonstration. Pour tout t ∈ [1,r + 1], la suite spectrale (1.1.9) est concentrée au premier quadrant. Vu la
compatibilité entre les suites spectrales pour les différents t ∈ [1,r + 1] et par lemme (1.1.6), il reste à montrer
que pour tout t ∈ [1,r ] et tous i , j ∈ N, le morphisme Ei ,j1 (A

•
t+1) → Ei ,j1 (A

•
t ) est d’image finie.

Pour ceci, rappelons que le complexe (E•,j1 ,d1) identifié au complexe normalisé associé à l’objet simplicial
𝜋 j (A•) de D≥0 (Fp ) est plus précisément décrit par

Ei ,j1 = coker

(
i−1∑
k=0

𝛿
j
k :

i−1⊕
k=0

𝜋 j (Ai−1) → 𝜋 j (Ai )
)
.

Pour t ∈ [1,r ] et i , j ∈ N, le morphisme 𝜋 j (Ait+1) → 𝜋 j (Ait ) est d’image finie, donc le morphisme Ei ,j1 (A
•
t+1) →

Ei ,j1 (A
•
t ) l’est aussi par lemme (1.1.3). □

1.2 Cycles proches formels-rigides

1.2.1. Un schéma sur OK est dit strictement semi-stable (resp. semi-stable) s’il est, localement pour la topologie
de Zariski (resp. pour la topologie étale), étale sur un schéma formel semi-stable standard

Spec(OK [X0, . . . ,Xn]/(X0 · · ·Xr −𝜛), 0 ≤ r ≤ n,

où 𝜛 est une uniformisante de K . On peut également définir semi-stabilité (resp. stricte semi-stabilité) pour les
schémas formels en considérant le spectre formel Spf au lieu du spectre Spec.

1.2.2. Algébrisation et cycles proches. Rappelons que si 𝔛 est un schéma formel localement de type fini sur
OK , on dispose d’une application continue dite réduction ou de spécialisation 𝜆𝔛 : 𝔛𝜂 → 𝔛.
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Si 𝔛 = X ∧
p est le schéma formel complété p-adique d’un schéma algébrique X localement de type fini

sur OK le long de sa fibre spéciale, alors on dispose d’un morphisme de sites s : (𝔛𝜂)ét → (X𝜂)ét faisant
partie du diagramme suivant (qui ne commute pas nécessairement)

(𝔛𝜂)ét (X𝜂)ét

𝔛ét ≃ (𝔛s )ét Xét

s

𝜆 j

i

Pour tout anneau de coeffcients commutatif E , on dispose d’une transformation naturelle 𝜆∗i ∗ → s ∗ j ∗ (avec
i : Xs →X et j : X𝜂 →X ) qui induit une transformation naturelle de foncteurs de D+ét (X𝜂 ,E) à D+ét (𝔛s ,E)

i ∗R j∗ → R𝜆∗s ∗

qui est un isomorphisme lorsque E est de torsion [31, Theorem 3.5.13] ; en particulier, on obtient une compa-
raison entre les cycles proches formels-rigides R𝜆∗ (s ∗F) et les cycles proches usuels i ∗R j∗F .

On a RΓét (𝔛s ,R𝜆∗ (s ∗F)) = RΓét (𝔛𝜂 ,s ∗F) pour F ∈ D+ét (X𝜂 ,E).

1.2.3. Filtration de Bloch-Kato-Hyodo. Soit r ≥ 1 un entier. Définissons d’abord les symboles cohomolo-
giques pour étudier les cycles proches i ∗Rq j∗𝜇

⊗q
pr .

Soit 𝔛 un schéma formel semi-stable sur OK . Munissons 𝔛 de la log-structure dite canonique induite par
la fibre spéciale [4, Theorem 2.3.1], et notons M𝔛 le faisceaux en monoïdes associé sur 𝔛. On a M gp

𝔛 (𝔘) =
O𝔛𝜂
(𝔘𝜂)∗ pour tout 𝔘 ∈ 𝔛ét. La théorie de Kummer fournit une flèche

M gp
𝔛 ≃ 𝜆∗O∗𝔛𝜂

→ R1𝜆∗𝜇pr

puis par le cup-produit le symbole cohomologique

(M gp
𝔛 )
⊗q → Rq𝜆∗𝜇

⊗q
pr

pour tout q ≥ 0.

Supposons que 𝔛 = X ∧
p soit le schéma formel complété p-adique d’un schéma algébrique X semi-stable

sur OK . En procédant comme précédemment avec un X à la place de 𝔛, on obtient le symbole cohomologique

(i ∗M gp
X )
⊗q → i ∗Rq j∗𝜇

⊗q
pr

pour tout q ≥ 0 ; voir [57, (3.2.3)].

Introduisons maintenant la filtration de Bloch-Kato-Hyodo. Soit 𝜛 une uniformisante de K et posons
e ′ B e p

p−1 , où e est l’indice de ramification absolu de K .

Dans le cas d’un schéma X semi-stable sur OK , la filtration de ramification 1 +𝜛mOX ⊂ j∗O∗X𝜂
induit

une filtration sur M gp
X

et puis par application de symboles une filtration décroissante

i ∗Rq j∗𝜇
⊗q
pr ⊃ U

0
X ⊃ V

0
X ⊃ U

1
X ⊃ V 1

X ⊃ · · ·

sur les cycles proches i ∗Rq j∗𝜇
⊗q
pr [57, au-dessus de Theorem 3.3.1].

On procède de même sur 𝔛 en utilisant l’inclusion 1 + 𝜛mO𝔛 ⊂ 𝜆∗O∗𝔛𝜂
donné par 1 + 𝜛mO𝔛 (𝔘) →

𝜆∗O∗𝔛𝜂
(𝔘) = O∗𝔛𝜂

(𝔘𝜂) sur les 𝔘 ∈ 𝔛ét. Ainsi, on obtient une filtration par symboles

Rq𝜆∗𝜇
⊗q
pr ⊃ U

0
𝔛 ⊃ V

0
𝔛 ⊃ U

1
𝔛 ⊃ V

1
𝔛 ⊃ · · ·

dans la catégorie des faisceaux sur 𝔛ét.
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Pour 𝔛 = X ∧
p , on a le diagramme commutatif suivant

i ∗ (1 +𝜛mOX ) (i ∗M gp
X
)⊗q i ∗Rq j∗𝜇

⊗q
pr

1 +𝜛mO𝔛 (M gp
𝔛 )
⊗q Rq𝜆∗𝜇

⊗q
pr

des faisceaux sur 𝔛ét ≃ (Xs )ét, où la flèche verticale du milieu est induite par

MX (U ) → (i∗M𝔛)(U ) = M𝔛 (𝔘)

sur les U ∈ Xét, le schéma formel 𝔘 étant le relèvement de Us , ou encore le complété formel de U . Donc la
comparaison entre les cycles proches usuels et rigides est compatible avec les filtrations définies ci-dessus.

1.2.4. Les gradués de la filtration de Bloch-Kato-Hyodo admettent une description en termes de faisceaux de
différentielles sur la fibre spéciales [8, 32]. Nous ne présentons ce résultat que dans le cas r = 1 où tous les
gradués sont explicites. Nous renvoyons le lecteur à [32, Theorem (1.6)] pour l’énoncé général.

Soit X un schéma semi-stable sur OK . On munit sa fibre spécialeY B Xs de la log-structure MY induite
de la log-structure canonique 1 sur X . Soit 𝜔1

Y /k le faisceau des différentielles logarithmiques surY relativement
à la log-structure sur k induite par N → k , 1 ↦→ 0. Le faisceau 𝜔1

Y /k est un OY -module localement libre de
rang dimY ; en effet, si X est de la forme standard Spec(OK [X0, . . . ,Xn]/(X0 · · ·Xr −𝜛)), alors 𝜔1

Y /k est un
OY -module libre engendré par dlogXi , i = 1, . . . ,r et dXi , i = r + 1, . . . ,n. Posons alors

𝜔
q
Y /k B

∧q 𝜔1
Y /k , BqY /k B im(d : 𝜔q−1Y /k → 𝜔

q
Y /k ), Z qY /k B ker(d : 𝜔qY /k → 𝜔

q+1
Y /k ), q ∈ N.

Notons 𝜔qY /k , log le sous-faisceau abélien de 𝜔
q
Y /k localement engendré par ∧qi=1 dlogmi pour mi ∈ MY .

Théorème (Bloch-Kato-Hyodo, [32, Corollary (1.7)], [57, Theorem 3.3.1]). Soit X un schéma semi-stable sur OK .
Les gradués de la filtration de Bloch-Kato-Hyodo sur i ∗Rq j∗𝜇

⊗q
p sont décrits comme suit (avecY B Xs ) :

(i) On a i ∗Rq j∗𝜇
⊗q
p = U 0.

(ii) On a des isomorphismes

gr00 B U
0/V 0 ≃ 𝜔

q
Y /k , log, gr01 B V

0/U 1 ≃ 𝜔
q−1
Y /k , log

induits respectivement par

{a1, . . . ,aq } ↦→ ∧qi=1 dlog ai , {a1, . . . ,aq−1,𝜛} ↦→ ∧
q−1
i=1 dlog ai .

(iii) Si 0 < m < e ′ et p ∤ m, on a des isomorphismes

grm0 B U
m/V m ≃ 𝜔

q−1
Y /k/B

q−1
Y /k , grm1 B V

m/U m+1 ≃ 𝜔
q−2
Y /k/Z

q−2
Y /k

induits respectivement par

{1 +𝜛mx ,a1, . . . ,aq−1} ← � x · ∧q−1i=1 dlog ai , {1 +𝜛
mx ,a1, . . . ,aq−2,𝜛} ← � x · ∧q−2i=1 dlog ai 2.

(iv) Si 0 < m < e ′ et p | m, on a des isomorphismes

grm0 B U
m/V m ≃ 𝜔

q−1
Y /k/Z

q−1
Y /k , grm1 B V

m/U m+1 ≃ 𝜔
q−2
Y /k/Z

q−2
Y /k

induits respectivement par

{1 +𝜛mx ,a1, . . . ,aq−1} ← � x · ∧q−1i=1 dlog ai , {1 +𝜛
mx ,a1, . . . ,aq−2,𝜛} ← � x · ∧q−2i=1 dlog ai .

1. C’est la log-structure induite par la fibre spéciale [33, Examples (3.7, 2), Examples (1.5, 1)].
2. Ces applications dans le sens inverse, ainsi que celles dans le (iv), sont définies dans [32, après Lemma (2.2)], avec l’usage de [8,

Lemma (4.1), Lemma (4.2)].
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(v) Si m ≥ e ′, on a U m = 0.

1.2.5 - Corollaire ([14, théorème 2.4]). Soit 𝔛 un schéma formel semi-stable sur OK . Les gradués de la filtration de
Bloch-Kato-Hyodo de Rq𝜆∗𝜇

⊗q
p admettent une identification de la même forme que celle donnée par (1.2.4, i–v).

Démonstration. La question étant locale pour la topologie étale sur 𝔛, on peut supposer que 𝔛 est un schéma
formel semi-stable standard, de sorte que 𝔛 = X ∧

p pour un schéma algébrique semi-stable standard X . Le
corollaire se déduit alors de la comparaison entre les cycles proches usuels et rigides

i ∗R j∗𝜇
⊗q
p
≃→ R𝜆∗ (s ∗𝜇⊗qp ) ≃ R𝜆∗𝜇

⊗q
p ,

compte tenu de sa compatibilité (selon les définitions) avec les filtrations par symboles et les identifications
explicites dans l’énoncé du théorème précédent. □

1.2.6 - Remarque. Les différentielles d : 𝜔qY /k → 𝜔
q+1
Y /k n’étant pas OY -linéaires pour leurs structures naturelles

de OY -modules, les faisceaux abéliens 𝜔qY /k/B
q
Y /k et 𝜔qY /k/Z

q
Y /k n’héritent pas de structure de OY -modules.

Cependant, le schémaY étant en égale caractéristique p , si l’on munit les 𝜔qY /k des structures de OY -modules
via le Frobenius F = (−)p B OY → OY 3, les différentielles d deviennent OY -linéaires, et alors les 𝜔

q
Y /k/B

q
Y /k

et les 𝜔qY /k/Z
q
Y /k sont naturellement des OY -modules cohérents.

2 Conséquences de la conjecture

Bien que la conjecture (0.6) soit formulée pour les affinoïdes rigides, nous allons voir qu’elle admet des

conséquences pour les espaces rigides quasi-compacts séparés (cf. lemme (2.1.5)) et pour les espaces rigides

partiellement propres (cf. corollaire (2.1.7)). En plus, par des techniques dues à Hansen, nous pouvons étendre

la conjecture au cas des coefficients Zariski-constructibles (cf. proposition (2.2.6)). Une application aux tours

de Drinfeld en niveau fini sera donnée à la fin de cette section.

2.1 Profinitude pour les espaces rigides partiellement propres

2.1.1 - Définition (Inclusion stricte). Soit U ⊂ X une inclusion d’un ouvert admissible dans un espace rigide.

(i) Lorsque X = Sp(R) et U est un ouvert affinoïde, on dit que l’inclusion est stricte s’il existe r ∈ Q∩]0, 1[
et une présentation R = K ⟨T1, · · · ,Tm⟩/ J tel que l’inclusion se factorise comme U ⊂ X (r ) B Sp(Rr ) B
X ( T1pr , . . . ,

Tm
pr ) ⊂ X dont la seconde inclusion est induite par le morphisme naturel

R = K ⟨T1, · · · ,Tm⟩/ J → K ⟨T1, · · · ,Tm ,S1, · · · ,Sm⟩/( J ,T r2
1 − p

r1S1, · · · ,T r2
m − pr1Sm) = Rr ,

où r = r1
r2

avec r1,r2 ∈ N. On écrira U ⊂† X . L’affinoïde X (r ) dépend du choix de la présentation de R.
(ii) Lorsque U est un ouvert affinoïde admissible, on dit que l’inclusion est stricte si elle se raffine comme

U ⊂† V ⊂ X pour un ouvert affinoïde admissible V de X . On écrira U ⊂† X .
(iii) Lorsque X est séparé et U est un ouvert admissible quasi-compact, on dit que l’inclusion est stricte s’il

existe un recouvrement admissible affinoïde fini {Ui }i ∈I de U tels que Ui ⊂† X . On écrira U ⊂† X .

2.1.2 - Définition ([25, 2.24]). Soit X un espace rigide sur un corps non archimédien complet K .

(i) On dit que X est partiellement propre s’il est séparé et s’il admet un recouvrement admissible affinoïde
dénombrable {Ui }i ∈I tel que pour tout i ∈ I , il existe un ouvert affinoïde admissible Ũi de X tel que
Ui ⊂† Ũi .

(ii) On dit que X est Stein s’il admet un recouvrement Stein, c’est-à-dire un recouvrement admissible affinoïde
{Ui }i ∈N tel que Ui ⊂† Ui+1.

3. Plus précisément, on a
f · (x · ∧qi=1 dlog ai ) = f

px · ∧qi=1 dlog ai
pour les sections locales f ,x ∈ OY et les sections locales ai ∈ O×Y pour i = 1, . . . ,q .
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On dit aussi que X est propre s’il est partiellement propre et quasi-compact.

Tout espace rigide Stein sur K est partiellement propre (donc en particulier séparé).

2.1.3 - Exemple. Soit X = Sp(R) un espace rigide affinoïde sur K muni d’une présentation R =
K ⟨T1, · · · ,Tm⟩/ J , son intérieur associé X ◦ B

⋃
𝛿∈Q∩]0,1[ X (𝛿) (qui dépend du choix de la présentation) est un

espace rigide Stein sur K de recouvrement Stein {X (1 − 1
pn )}n∈N.

2.1.4 - Lemme. Soit X un espace rigide sur un corps non archimédien complet K . Alors les assertions suivantes sont
équivalents :

(i) X est partiellement propre ;
(ii) X est séparé, admet un recouvrement ouvert admissible dénombrable par des quasi-compacts, et est localement

Stein (c’est-à-dire que tout x ∈ X possède un voisinage ouvert admissible Ux qui est Stein) ;
(iii) X admet un recouvrement admissible {Un}n∈N tel que les Un sont quasi-compacts séparés et que Un ⊂† Un+1.

Démonstration. L’implication (i) ⇒ (ii) est claire vu l’exemple (2.1.3). Et l’implication (iii) ⇒ (i) résulte aussitôt
de la définition (2.1.1, iii). Montrons la direction (ii) ⇒ (iii). Pour tout x ∈ X , choisissons un recouvrement
Stein {Ux ,n}n∈N de Ux ; on a Ux ,n ⊂† Ux ,n+1. Par hypothèse, il existe un recouvrement ouvert admissible
dénombrable {Xi }i ∈N par des quasi-compacts Xi . On peut alors construire un sous-ensemble dénombrable
E = {xm}m∈N ⊂ X tel que {Uxm ,n}m∈N ,n∈N forme un recouvrement admissible de X , puisque pour chaque
quasi-compact Xi , il existe un nombre fini de points x ∈ X et un N ∈ N tels que les Ux ,N couvrent Xi . Les
ouverts affinoïdes admissibles

Un =
⋃

1≤m≤n
Uxm ,n , n ∈ N

conviendront pour (iii). □

2.1.5 - Lemme. Soit U ⊂† X une inclusion stricte d’un ouvert admissible quasi-compact dans un espace rigide
séparé de dimension d sur K . Supposons que la conjecture (0.6) soit vraie en dimension d . Alors pour tous n,m ∈ N,
les applications induites H n

ét (X ,Z/pm) → H n
ét (U ,Z/pm) et H n

ét,c (U ,Z/pm) → H n
ét,c (X ,Z/pm) sont d’image finie.

Démonstration. Montrons par récurrence sur l’entier r ≥ 1 que

(★r ) L’énoncé est vrai pour toute inclusion stricte U ⊂† X telle qu’il existe {U𝛼}1≤𝛼≤r un recouvrement
affinoïde fini de U et {V𝛼}1≤𝛼≤r une famille d’ouverts affinoïdes admissibles de X tels que U𝛼 ⊂† V𝛼

pour tout 𝛼.

La conjecture (0.6) dit que (★1) est vrai. Supposons maintenant que (★r ) soit vrai, et supposons l’existence de
{U𝛼}1≤𝛼≤r+1 un recouvrement affinoïde fini de U et de {V𝛼}1≤𝛼≤r+1 une famille d’ouverts affinoïdes admissibles
de X tels que U𝛼 ⊂† V𝛼 pour tout 𝛼. Il existe 𝛿 ∈ Q∩]0, 1[ telle que U𝛼 ⊂† V𝛼 (𝛿) ⊂† V𝛼 pour tout 𝛼.

Considérons le diagramme commutatif
H n

ét (
⋃

1≤𝛼≤r+1
V𝛼 ,Z/pm) H n

ét (
⋃

1≤𝛼≤r
V𝛼 ,Z/pm) ⊕ H n

ét (Vr+1,Z/pm)

H n−1
ét (

⋃
1≤𝛼≤r

V𝛼 (𝛿) ∩Vr+1 (𝛿),Z/pm) H n
ét (

⋃
1≤𝛼≤r+1

V𝛼 (𝛿),Z/pm) H n
ét (

⋃
1≤𝛼≤r

V𝛼 (𝛿),Z/pm) ⊕ H n
ét (Vr+1 (𝛿),Z/pm)

H n−1
ét (

⋃
1≤𝛼≤r

U𝛼 ∩Ur+1,Z/pm) H n
ét (

⋃
1≤𝛼≤r+1

U𝛼 ,Z/pm)

resp.
H n

ét,c (
⋃

1≤𝛼≤r+1
V𝛼 ,Z/pm) H n+1

ét,c (
⋃

1≤𝛼≤r
V𝛼 ∩Vr+1,Z/pm)

H n
ét,c (

⋃
1≤𝛼≤r

V𝛼 (𝛿),Z/pm) ⊕ H n
ét,c (Vr+1 (𝛿),Z/pm) H n

ét,c (
⋃

1≤𝛼≤r+1
V𝛼 (𝛿),Z/pm) H n+1

ét,c (
⋃

1≤𝛼≤r
V𝛼 (𝛿) ∩Vr+1 (𝛿),Z/pm)

H n
ét,c (

⋃
1≤𝛼≤r

U𝛼 ,Z/pm) ⊕ H n
ét,c (Ur+1,Z/pm) H n

ét,c (
⋃

1≤𝛼≤r+1
U𝛼 ,Z/pm)

donné par la suite exacte longue de Mayer-Vietoris pour la cohomologie étale resp. pour la cohomologie étale
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à support compact 4. Comme X est séparé, les U𝛼 ∩Ur+1, V𝛼 (𝛿) ∩Vr+1 (𝛿) et V𝛼 ∩Vr+1 pour 1 ≤ 𝛼 ≤ r sont
affinoïdes rigides, et on a U𝛼 ∩Ur+1 ⊂† V𝛼 (𝛿) ∩Vr+1 (𝛿) ⊂† V𝛼 ∩Vr+1. Par hypothèse de récurrence (★r ), les
flèches verticales des deux côtés sont d’image finie ; donc le sont aussi les composées des flèches verticales du
milieu par (1.1.4), autrement dit, (★r+1) est vrai. □

2.1.6. Structure condensée sur la cohomologie étale. Pour tout espace rigide X sur K , nous disposons du
morphisme de sites 𝜈X : Xproét B X ⋄qproét → Xét vérifiant que le foncteur 𝜈∗X : X ∼ét → X ∼proét est pleinement fidèle
[49, Proposition 14.8]. Alors, pour tout faisceau étale F sur X , on peut voir RΓét (X ,F) ≃ RΓqproét (X ⋄ , 𝜈∗XF)
comme l’objet sous-jacent à un complexe (dérivé) condensé, c’est-à-dire à un objet de D (CondAb), la catégorie
dérivée des complexes de groupes abéliens condensés, au sens de [12]. Plus précisément, suivant les idées dans
[11], on définit la cohomologie étale condensée comme

RΓét (X ,F) = Rfproét,∗𝜈∗XF ∈ D (CondAb)

où fproét : Xproét → ∗proét est le morphisme de sites induit par le foncteur X ⋄ × S ← � S et on a identifié
la catégorie Ab(∗proét) des faisceaux pro-étales de groupes abéliens sur un point à la catégorie des groupes
abéliens condensée CondAb ; autrement dit, pour tout ensemble profini S , on a

RΓét (X ,F)(S ) ≃ RΓqproét (X ⋄ × S , 𝜈∗XF).

2.1.6.1. Si X est quasi-compact, alors [49, Proposition 11.23, Proposition 14.9]

RΓqproét (X ⋄ × S , 𝜈∗XF) ≃ lim−−→
i

RΓqproét (X ⋄ × Si , 𝜈∗XF) ≃ lim−−→
i

HomSet (Si ,RΓqproét (X ⋄ , 𝜈∗XF))

où S ≃ lim←−−i Si est une représentation profinie. On munit RΓqproét (X ⋄ , 𝜈∗XF) ≃ RΓét (X ,F) de la structure
condensée discrète, et le note RΓét (X ,F) ; cela veut dire que

RΓét (X ,F) (S ) = lim−−→
i

(∏
Si

RΓét (X ,F)
)
∈ D (Ab).

Ainsi, on a une identification
RΓét (X ,F) ≃ RΓét (X ,F).

En prenant leurs groupes de cohomologie, on obtient un isomorphisme de groupes abéliens condensées

H i
ét (X ,F) ≃ H i

ét (X ,F),

où le groupe abélien H i
ét (X ,F) est muni de la topologie discrète.

2.1.6.2. Si X est la réunion d’une suite croissante d’ouverts quasi-compacts {Ui }i ∈N, alors

RΓét (X ,F)(S ) ≃ RΓqproét (X ⋄ × S , 𝜈∗XF) ≃ R lim
i
RΓqproét (U ⋄i × S , 𝜈∗XF) ≃ R lim

i
RΓét (Ui , 𝜈∗XF) (S ).

Ainsi, le complexe condensé RΓét (X ,F) ≃ R limi RΓét (Ui , 𝜈∗XF) est une limite dérivée de complexes condensés
discrets. Or, le topos Ab(proét) ≃ CondAb étant replet [11, Corollary 2.4], les R j limi ∈N s’annulent pour j ≥ 2
pour tout système inverse de groupes abéliens condensés indexé par N [7, Proposition 3.1.11], d’où une suite
exacte courte

0→ R1 lim
i
H n−1 (Mi ) → H n (R lim

i
Mi ) → lim

i
H n (Mi ) → 0

pour tout système inverse {Mi }i ∈N dans D (CondAb). En particulier, on obtient pour tout n ∈ N la suite exacte
de groupes abéliens condensés

(2.1.6.3) 0→ R1 lim
i
H n−1

ét (Ui ,F) → H n
ét (X ,F) → lim

i
H n

ét (Ui ,F) → 0,

4. Pour un faisceau F de groupes abéliens sur Xét et des ouverts U et V de X , on a la suite exacte courte des faisceaux

0→ jU ∩V !F |U ∩V → jU !FU ⊕ jV !FV
(s ,t ) ↦→s−t→ jU ∪V !FU ∪V → 0.

On en prend ensuite la suite exacte longue de groupes de cohomologie étale à support compact.

11



où le groupe limi H n
ét (Ui ,F) muni de la topologie pro-discrète. Enfin, si les applications H n

ét (Ui+1,F) →
H n

ét (Ui ,F) sont d’image finie, le système {H n
ét (Ui ,F)}i ∈N est Mittag-Leffler, alors on aura R1 limi H n

ét (Ui ,F) =
0 pour tout n ∈ N [7, Proposition 3.1.10], ce qui assure que

H n
ét (X ,F) ≃ lim

i
H n

ét (Ui ,F),

qui provient d’un groupe profini.

2.1.7 - Corollaire. Soit X un espace rigide partiellement propre de dimension d sur K . Supposons que la conjecture
(0.6) soit vraie en dimension d . Alors pour tous n,m ∈ N, le groupe abélien condensé H n

ét (X ,Z/pm) provient d’un
groupe profini ; plus précisément, pour tout système d’ouverts admissibles quasi-compacts {Ui }i ∈N tel que Ui ⊂† Ui+1
et que X =

⋃
i Ui , on a

H n
ét (X ,Z/pm) ≃→ lim

i
H n

ét (Ui ,Z/pm),

et que limi H n
ét (Ui ,Z/pm), muni de la topologie pro-discrète, est profini.

Démonstration. L’existence de tel système {Ui }i ∈N est assurée dans (2.1.4, iii). Soit {Ui }i ∈N un tel système. Pour
tout faisceau de groupes abéliens F sur Xét, on dispose de la suite exacte (2.1.6.3). Si la conjecture (0.6) est
vraie en dimension d , alors les applications H n

ét (Ui+1,Z/pm) → H n
ét (Ui ,Z/pm) sont d’image finie quel que soit

i ∈ N, d’où la conclusion par (2.1.6.2). □

2.2 Profinitude pour les coefficients Zariski-constructibles

2.2.1 - Définition (Faisceaux Zariski-constructibles). Soit X un espace rigide sur un corps non archimédien
complet K . Fixons un anneau de coefficients Λ noethérien. Un faisceau de Λ-modules Zariski-constructible est un
faisceau F sur Xét tel qu’il existe une décomposition de X en réunion disjointe localement finie de sous-espaces
Zi ,i ∈ I localement fermés pour la topologie de Zariski sur X telle que les restrictions F |Zi ,ét ,i ∈ I sont des
faisceaux localement constants de type fini 5. Notons Shvzc (Xét,Λ) la sous-catégorie pleine de la catégorie
Shv(Xét,Λ) formée de tous les faisceaux de Λ-modules Zariski-constructibles.

2.2.2. Désingularisation pour les espaces rigides en caractéristique 0. Soit X un espace rigide affinoïde
génériquement réduit (c’est-à-dire dont le lieu réduit est un ouvert de Zariski dense) sur un corps non archi-
médien complet K . Le lieu singulier Xsing est alors un sous-espace fermé de Zariski nulle part dense dans X .
En particulier, X est excellent au sens de [20] : toute K -algèbre affinoïde est un anneau excellent par op. cit.,
théorème 2.13 (cf. [44, Theorem 102]).

Supposon que K soit de caractéristique 0. Soit Z ⊂ X un sous-espace fermé de Zariski nulle part dense.
D’après les théorèmes de désingularisation de Temkin pour les espaces rigides [56, Theorem 1.1.13], il existe
une séquence finie d’éclatements chacun le long d’un sous-espace fermé de Zariski nulle part dense

g : X ′ = Xm → · · · → X1 → X0 = X

avec X ′ lisse et telle que g soit un isomorphisme en dehors de Xsing ∪ Z . En particulier, g est un morphisme
propre d’espaces rigides.

Si on écrit X = Sp(A), alors Z est l’analytification d’un sous-schéma fermé Z alg ⊂ X alg = Spec(A), et la
séquence d’éclatements provient de l’analytification relative [36, §1] (réinterprétée dans [16, Example 2.11]) d’une
séquence analogue sur X alg [56, Theorem 1.1.11]

g alg : X ′alg = X alg
m → · · · → X alg

1 → X alg
0 = X alg

avec X ′alg régulier 6, telle que l’image réciproque réduite g alg −1 (Z alg)red soit un diviseur à croisements normaux
strict dans X ′alg, et que g alg soit un isomorphisme en dehors de X alg

sing ∪ Z alg. D’après la GAGA rigide relative
[16, Appendix, (A.1.1)],

g∗OX ′ ≃ (g alg∗ OX ′alg )an
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qui est un OX -module cohérent, et isomorphe à Oan
X alg = OX si X alg est normal.

2.2.3 - Lemme (cf. [52, Lemma 0A3R]). Soit X un espace rigide affinoïde sur un corps non archimédien complet
K . Soient l un nombre premier et F un faisceau de Fl -modules localement constant fini sur Xét. Alors il existe un
revêtement fini étale f : Y → X de degré premier à l sur chaque composante connexe de X tel que f ∗F est une
extension successive de faisceaux constants Fl .

Démonstration. Soit X0 ⊂ X une composante connexe ; c’est un sous-espace fermé de X . Comme X est
localement connexe, X0 est un ouvert dans X . Soit x̄0 un point géométrique de X0 = Sp(A).

Par la théorie de Galois pour X0, le faisceau localement constant F correspond à une représenta-
tion du groupe profini 𝜋alg1 (X0, x̄0) (voir [1, §3.2] pour la définition ; il est identifié au groupe fondamental
𝜋ét1 (Spec(A), x̄0) du schéma Spec(A) par [31, Example 1.6.6, ii)]) sur un Fl -espace vectoriel V de dimension
finie. Soit G B im(𝜋alg1 (X0, x̄0) → GLFl (V )), qui correspond à un revêtement fini étale Y de X0, galoisien
de groupe de Galois G . Soit H un l -sous-groupe de Sylow de G . La représentation de H sur V admet une
filtration dont les gradués sont des représentations de dimension 1 [50, chapitre 8, proposition 26]. Cette filtra-
tion correspond par le théorie de Galois à une filtration de F dont les gradués sont des faisceaux localement
constants de rang 1 sur Fl trivialisé sur le revêtement fini étaleY /H de X0 de degré |G /H | premier à l par le
choix de H . □

2.2.4 - Proposition (Cas affinoïde et variante de [30, Theorem 1.6 ou Theorem 2.10]). Soit X = Sp(A) un
affinoïde rigide sur un corps non archimédien complet K de caractéstique 0. Alors pour tout fermé de Zariski Z ⊂ X
nulle part dense et contenant Xsing

7, le foncteur restriction{
MorphismesY → X finis surjectifs

qui sont étales sur X \Z

}
→ {MorphismesY → X \Z finis étales surjectifs}

Y ↦→Y ×X (X \Z )

est essentiellement surjectif.

2.2.5 - Remarque. Ce résultat a été essentiellement démontré dans la preuve de [30, Theorem 2.10], mais n’y
est énoncé que pour les espaces rigides normaux pour pouvoir appliquer la plein fidélité afin de se localiser
au cas affinoïde. Néanmoins, la normalité apparaissait aussi tout à la fin de loc. cit. pour la pleine fidélité du
foncteur (−) ×X \Z (X \Z )sm. Nous allons montrer que ceci pourrait être contourné si Z ⊃ Xsing.

Démonstration. Rappelons que le résultat est valable pour X lisse et Z ⊂ X un diviseur à croisements normaux
strict d’après [43] ou [30, Theorem 2.11]. On s’y réduira dans la suite.

Le fermé de Zariski Z est de la forme Sp(B) où B = A/I avec I ⊂ A un idéal [31, (1.4.1) et (1.4.4)]. Notons
X alg = Spec(A) et Z alg = Spec(B). D’après la désingularisation à la Temkin (2.2.2), il existe une séquence finie
d’éclatements

g alg : X ′alg = X alg
m → · · · → X alg

1 → X alg
0 = X alg = Spec(A)

avec X ′alg régulier, telle que g alg −1 (Z alg)red soit un diviseur à croisements normaux strict dans X ′alg, et que g alg

soit un isomorphisme en dehors de X alg
sing ∪ Z alg = Z alg. On désigne leur analytification respective en relevant

la décoration « alg ».

Posons U B X \Z , U ′ B g −1 (U ) et Z ′ B g −1 (Z )red. Alors par l’analytification, Z ′ ⊂ X ′ est un diviseur
à croisements normaux strict.

Soit 𝜙 : V → U un morphisme fini étale. Notons V ′ = V ×X X ′. D’après ce qui précède, il existe un
morphisme 𝜋′ : Y ′ → X ′ fini surjectif, étale sur X ′\Z ′, tel que Y ′ ×X ′ U ′ = V ′. Nous disponsons maintenant

6. Soit A une algèbre de type fini sur un affinoïde sur K . Si A est régulier et la caractéristique K est 0, alors A est géométriquement
régulier [27, proposition (6.7.4)], donc l’espace rigide Sp(A) est lisse [21, Theorem 5.3.4, (1)].

7. L’espace rigide X est nécessairement génériquement réduit si tel Z existe, car alors Xsing est nulle part dense.
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du diagramme suivant
V ′ Y ′

U ′ X ′ Z ′

V

U X Z

gV

𝜙′ 𝜋′

gU

j ′

g

i ′

gZ

𝜙

j i

dont tous les parallélogrammes sont cartésiens.

Définissons
A B g∗𝜋′∗OY ′

et
Y B SpecX (A)

𝜋→ X

le spectre affine relatif au-dessus de X . Comme g est propre, A est un OX -module cohérent, donc 𝜋 est un
morphisme fini ; de plus, on a

j ∗A = j ∗g∗𝜋′∗OY ′ ≃ gU ∗ j ′∗𝜋′∗OY ′ ≃ gU ∗𝜙′∗OV ′ ≃ 𝜙∗gV ∗OV ′ ≃ 𝜙∗OV ,

où l’on a utilisé la condition que gU (donc aussi gV ) soit un isomorphisme. Donc,

𝜋−1 (U ) = SpecU ( j ∗A) ≃ SpecU (𝜙∗OV ) ≃V.

Pour conclure, le morphisme fini 𝜋 est fermé, d’image contenant l’ouvert dense U , donc 𝜋 est surjectif. □

2.2.6 - Proposition. Soit U ⊂† X une inclusion stricte d’un ouvert admissible quasi-compact dans un espace rigide
séparé de dimension d sur K . Supposons que la conjecture (0.6) soit vraie en dimension ≤ d . Alors pour tous n ∈ N
et m ∈ N∗, les applications induites H n

ét (X ,F) → H n
ét (U ,F |U ) et H n

ét,c (U ,F |U ) → H n
ét,c (X ,F) sont d’image finie

pour tout faisceau de Z/m-modules Zariski-constructible F sur Xét.

Démonstration. Par « dévissage », on entendra implicitement une application du lemme (1.1.4).

(i) Tout d’abord, en raisonnant par récurrence comme dans la preuve du lemme (2.1.5), on se ramène au
cas où X = Sp(A) est un affinoïde, et où U ⊂† X est une inclusion stricte d’affinoïdes rigides.

(ii) Ensuite, par récurrence sur m et par des dévissages du type

(2.2.6.1) 0→ F [l ] → F → lF → 0,

on se ramène au cas où F est un faisceau de Fl -modules pour certain nombre premier l . En effet, supposons
que m > 1, et soit l un facteur premier de n tel que m = lm′ avec m′ > 1. Par la définition de l’inclusion stricte
d’affinoïdes rigides, on peut insérer un ouvert affinoïde X (𝛿) entre U et X tel que

U ⊂† X (𝛿) ⊂† X .

Considérons les suites exactes horizontales compatibles

H n
ét (X ,F [l ]) H n

ét (X ,F) H n
ét (X ,lF)

H n
ét (X (𝛿),F [l ]) H n

ét (X (𝛿),F) H n
ét (X (𝛿),lF)

H n
ét (U ,F [l ]) H n

ét (U ,F) H n
ét (U ,lF)

Supposons que la proposition soit vraie pour l (resp. pour m′) à la place de m. Alors l’application
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H n
ét (X (𝛿),F [l ]) → H n

ét (U ,F [l ]) (resp. l’application H n
ét (X ,lF) → H n

ét (X (𝛿),lF)) est d’image finie. En appli-
quant le lemme (1.1.4), on obtient que les applications H n

ét (X ,F) → H n
ét (U ,F) sont d’image finie. Un argument

similaire s’applique à la cohomologie à support compact.

(iii) En plus, on peut, en remplaçant X par Xred, supposer que X est réduit, ce qui n’affecte pas l’énoncé.
En effet, le morphisme Xred → X étant un homéomorphisme universel, la catégorie des faisceaux Zariski-
constructibles ainsi que les groupes de cohomologie en question reste inchangés par ce changement, en vertu
de l’invariance topologique du topos étale [31, Remark 2.3.3] et de la construction de la cohomologie étale à
support compact dans op. cit., §5.

(iv) Par constructibilité et dévissage du type

0→ j! j
∗F → F → i∗i ∗F → 0,

où j : V → X est l’inclusion d’un ouvert de Zariski dense et i : Z → X l’immersion fermée du complémentaire
qui inclut Xsing, et par récurrence sur la dimension de X , on peut de plus se ramener au cas où F = j!G
où j : V → X est l’inclusion d’un ouvert de Zariski dense lisse sur K et où G est un faisceau de Fl -modules
localement constant. En effet, prenons tels V et G. Insérons un ouvert affinoïde X (𝛿) entre U et X comme
ci-dessus, et considérons les suites exactes compatibles

· · · H n
ét (X , j! j ∗F) H n

ét (X ,F) H n
ét (Z,i ∗F) · · ·

· · · H n
ét (X (𝛿), j! j ∗F) H n

ét (X (𝛿),F) H n
ét (X (𝛿) ∩ Z ,i ∗F) · · ·

· · · H n
ét (U , j! j ∗F) H n

ét (U ,F) H n
ét (U ∩ Z ,i ∗F) · · ·

où l’on a utilisé le fait que le foncteur i∗ d’une immersion fermé i est exact. Comme dim(Z ) < dim(X ) par
densité deU , et que X (𝛿) ∩Z ⊂† Z est une inclusion stricte d’affinoïdes rigides, l’application verticale en haut
à droite est d’image finie par récurrence. Donc, si l’application H n

ét (X (𝛿), j! j ∗F) → H n
ét (U , j! j ∗F) est d’image

finie, l’application H n
ét (X ,F) → H n

ét (X (𝛿),F) le sera aussi par (1.1.4). Quant à la cohomologie étale à support
compact, les arguments sont similaires, sauf qu’il faille considérer le diagramme de suites exactes compatibles
suivant

· · · H n
ét,c (U , j! j ∗F) H n

ét,c (U ,F) H n
ét,c (U ∩ Z,i ∗F) · · ·

· · · H n
ét,c (X (𝛿), j! j ∗F) H n

ét,c (X (𝛿),F) H n
ét,c (X (𝛿) ∩ Z,i ∗F) · · ·

· · · H n
ét,c (X , j! j ∗F) H n

ét,c (X ,F) H n
ét,c (Z,i ∗F) · · ·

où pour la colonne à droite, on a utilisé que pour une immersion fermé i , on a une équivalence i! ≃ i∗.
(v) Si l ≠ p , les groupes H n

ét (X ,F) sont déjà des groupes finis d’après [30, Theorem 1.3] et [51, chapitre
II, §5.2]. On peut alors supposer que F = j!G et l = p . Par dévissage à l’aide de (2.2.3), on peut supposer
qu’il existe un revêtement fini étale 𝜋 : V ′ →V , de degré premier à p sur chaque componsante connexe de V ,
tel que 𝜋∗G est une extension successive de faisceaux constants Fp . Par la méthode de la trace (appliquée au
morphisme fini étale 𝜋), le morphisme naturel G → 𝜋∗𝜋∗G est un facteur direct. D’autre part, par extension de
Riemann non archimédienne (2.2.4), il existe un morphisme fini 𝜋 : Y → X tel que 𝜋−1 (V ) →V est identifié à
𝜋. Notons j̃ l’inclusion ouverte V ′ = 𝜋−1 (V ) ↩→Y . Donc F = j!G est un facteur direct de

j!𝜋∗𝜋
∗G ≃ j!𝜋!𝜋∗G ≃ 𝜋! j̃!𝜋

∗G ≃ 𝜋∗ j̃!𝜋
∗G .

(Pour un morphisme propre, les (−)! et (−)∗ sont isomorphes.) Donc, par l’exactitude de 𝜋∗ : Shv(Yét) →
Shv(Xét) [31, Proposition 2.6.4], d’où l’annulation de Ri𝜋∗ pour i > 0, la question de la finitude pour
H n

ét (X ,F) → H n
ét (U ,F) revient à celle pour H n

ét (Y, j̃!Fp ) → H n
ét (𝜋−1 (U ), j̃!Fp ), et il en est de même pour
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la cohomologie étale à support compact.

Observons que l’inclusion ouverte 𝜋−1 (U ) ⊂† Y sur K est encore une inclusion stricte d’affinoïdes rigides
par [9, §6.3, Lemma 7 (ii)] (ou par [31, Lemma 1.10.17, iii), iv), et Remark 1.3.19, iii)]). Donc, en renommant Y
comme X , l’inclusion ouverte j̃ : V ′ →Y comme j : V → X , et 𝜋−1 (U ) comme U , on se ramène à démontrer
que les applications

H n
ét (X , j!𝜋

∗G) → H n
ét (U , j!𝜋

∗G), H n
ét,c (U , j!𝜋

∗G) → H n
ét,c (X , j!𝜋

∗G)

sont d’image finie pour tout n ∈ N. Or, comme 𝜋∗G est une extension successive de Fp , par dévissage comme
dans l’étape (ii), on est ramené à démontrer que les applications

H n
ét (X , j!Fp ) → H n

ét (U , j!Fp ), H n
ét,c (U , j!Fp ) → H n

ét,c (X , j!Fp )

sont d’image finie pour tout n ∈ N.

(vi) Il reste à traiter les coefficients F = j!Fp avec j l’inclusion ouverte d’un ouvert de Zariski dense dans
X . Notons i : Z ↩→ X l’inclusion du fermé de Zariski (réduit) complémentaire. La proposition dans ce cas
découle aussitôt du dévissage

0→ j!Fp → Fp → i∗Fp → 0

et de la conjecture (0.6). En effet, en prenant la cohomologie étale et celle à support compact sur un ouvert
W de X (et en tenant compte du fait que i∗ ≃ i! car i est une immersion fermé), on obtient les suites exactes
longues

· · · → H n−1
ét (W ∩ Z ,Fp ) → H n

ét (W, j!Fp ) → H n
ét (W,Fp ) → · · · ,

· · · → H n−1
ét,c (W ∩ Z,Fp ) → H n

ét,c (W, j!Fp ) → H n
ét,c (W,Fp ) → · · · .

Les deux côtés étant à coefficients constants Fp , la conjecture (0.6) combinée avec le lemme (1.1.4) donne alors
la finitude voulue, par un raisonnement similaire à celui de (iv). □

2.2.7 - Remarque. La constructibilité de Zariski est essentielle dans la preuve, puisque le dévissage là-dedans
demande du moins que le fermé complémentaire d’un ouvert considéré porte naturellement une structure
d’espace rigide.

2.2.8 - Corollaire. Soit X un espace rigide partiellement propre de dimension d sur K . Supposons que la conjecture
(0.6) soit vraie en dimension ≤ d . Alors pour tous n ∈ N, m ∈ N∗ et pour tout faisceau de Z/m-modules Zariski-
constructible F sur Xét, le groupe abélien condensé H n

ét (X ,F) provient d’un groupe profini ; plus précisément, pour
tout système d’ouverts admissibles quasi-compacts {Ui }ı∈N tel que Ui ⊂† Ui+1 et que X =

⋃
i Ui , on a

H n
ét (X ,F) ≃→ lim

i
H n

ét (Ui ,F |Ui ),

et que limi H n
ét (Ui ,Z/pm), muni de la topologie pro-discrète, est profini.

Démonstration. Verbatim comme dans la preuve de (2.1.7). □

2.3 Application aux tours de Drinfeld en niveau fini

Expliquons maintenant une application de la conjecture (0.6), qui sera établie en dimension 1, aux tours

de Drinfeld en niveau fini pour montrer une variante de [14, théorème 2.1] comme dans l’exemple ci-dessous.

Elle serait également applicable à d’autres espaces symétriques.

2.3.1 - Proposition. Soit X un espace rigide séparé de dimension d sur K muni d’une action continue d’un groupe
localement compact G . Soit n ∈ N. Supposons que X admette des recouvrements localement finis du type

Ut = {gUt } ḡ ∈G /H , ∀t = 0, . . . ,n

où
U0 ⊂† · · · ⊂† Un
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est une chaîne stricte d’ouverts admissibles quasi-compacts de X stabilisés par le même sous-groupe ouvert H de G .
Supposons que la conjecture (0.6) soit vraie en dimension d . Alors, pour tout faisceau Zariski-constructible F sur Xét

qui estG -équivariant, la Z/pm -représentation H n
ét (X ,F) continue deG est profinie et admet une filtration finie dont

les gradués sont des sous-quotients d’inductions IndGKW , où K est un sous-groupe ouvert d’indice fini de H , et queW
est une Z/pm -représentation finie continue de K .

Démonstration. On a des actions continues naturelles de G sur les
∐
ḡ ∈G /H gUt , compatible avec les inclusions

gUt → gUt+1. Notons Rep
wcpf
G (Z/pm) ⊂ RepcontG (Z/pm) la sous-catégorie pleine des Z/pm-représentations pro-

finies admettant une filtration finie comme décrite dans l’énoncé ; c’est une sous-catégorie épaisse. Considérons
les suites spectrales de Čech convergentes compatibles

Ei ,j1 (Ut+1) =
∏

ḡ=( ḡ1,...,ḡi ) ∈ (G /H )i
H j

ét (g1Ut+1 ∩ · · · ∩ giUt+1,F) H i+ j
ét (X ,F)

Ei ,j1 (Ut ) =
∏

ḡ=( ḡ1,...,ḡi ) ∈ (G /H )i
H j

ét (g1Ut ∩ · · · ∩ giUt ,F) H i+ j
ét (X ,F)

id

où la flèche de gauche est induite sur les facteurs par la restriction le long des inclusions respectives. Comme
X est séparé sur K , les ouverts g1Ut ∩ · · · ∩ giUt sont quasi-compacts et d’après [9, §6.3, Lemma 7 (iii)], on a
des inclusions strictes g1Ut ∩ · · · ∩ giUt ⊂† g1Ut+1 ∩ · · · ∩ giUt+1, donc la flèche verticale en chaque composante
du produit est d’image finie, que l’on notera Ai ,j1,ḡ (t ), par la proposition (2.2.6). D’après (1.1.8), il suffit alors
de montrer que la représentation

∏
ḡ ∈ (G /H )i A

i ,j
1,ḡ (t ) appartient à RepwcpfG (Z/pm), ce qui revient à étudier les

G -orbites dans (G /H )i telles que g1Ut+1 ∩ · · · ∩ giUt+1 ne soit pas vide pour tout (ou un) ḡ = ( ḡ1, . . . , ḡi ) dans
cette orbite. D’une part, par l’hypothèse de la finitude locale des recouvrements Ut , il n’y a qu’un nombre fini
de telles orbites. D’autre part, pour tout ḡ = ( ḡ1, . . . , ḡi ) ∈ (G /H )i , son stabilisateur sous l’action diagonale de
G est

G ḡ = g1H g −11 ∩ · · · ∩ giH g −1i
un sous-groupe ouvert d’indice fini de g1H g −11 . Donc G g −11 ḡ est un sous-groupe ouvert d’indice fini de H . Pour
conclure, notons que ∏

ḡ ′∈G /H
Ai ,j1,g ′ ḡ (t ) ≃ IndGG g−11 ḡ

Ai ,j
1,g −11 ḡ
(t )

pour tout ḡ = ( ḡ1, . . . , ḡi ) ∈ (G /H )i . □

2.3.2 - Exemple. Soit d ≥ 2 un entier. Considérons le demi-espace de Drinfeld sur K

Ωd−1K = Pd−1K \
⋃
H ∈H

H ,

où H est la famille des hyperplans K -rationnels dans Pd−1K . Soit

· · · →Mn → · · · →M1 →M0 → Ωd−1K

la tour de Drinfeld, modèles rigides analytiques sur K des espaces rigides analytiques Mn,K̆ /𝜛Z
K construite

dans [19] (pour rappel, M0,K̆ = (Ωd−1K )K̆ × Z et l’action de 𝜛K décale la deuxième coordonnée n par d =
v𝜛K (det

(
diag(𝜛K , . . . ,𝜛K )

)
)). Le groupe de Lie p-adique GLd (K ) agit de façon continue et équivariante sur

la tour de Drinfeld, avec son centre Z agissant trivialement. Alors pour toute extension finie L de K , l’esapce
rigide Mn,L , le changement de base de Mn à L, vérifie les conditions ci-dessus avec G = GLd (K ). Si la
conjecture (0.6) était valide en dimension d − 1, alors pour tout n ∈ N, la Z/pm-représentation H n

ét (Mn,L ,Z/pm)
de GLd (K ) serait profinie, extension de sous-quotients de la forme IndGKZW , où K est un sous-groupe ouvert
d’indice fini du sous-groupe pro-p-Iwahori standard I (1), et queW est une Z/pm-représentation finie continue
de KZ 8.

8. C’est plus faible qu’être de présentation finie.
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Démonstration. En effet, comme les morphismes Mn,L → Mn → Ωd−1K d’espaces rigides sur K sont finis
étales, en particulier propres, il suffit de trouver une paire U ⊂† U ′ d’ouverts quasi-compacts admissibles dans
l’espace rigide de base Ωd−1K stabilisé par un sous-groupe ouvert H de G , et tels que les translatés de U par
GLd (K ) forment un recouvrement ouvert et localement fini de Ωd−1K . Par exemple, en suivant la notation de
[24, III, 1] : soit BT l’immeuble de Bruhat-Tits de PGLd (K ), qui est muni d’une action de PGLd (K ) ; soit Δ le
simplexe maximal (c’est-à-dire de dimension d − 1 ; c’est aussi la dimension de BT ) correspondant à la chaîne
standard

𝜛KO⊕dK ⊂ 𝜛KO⊕(d−1)K ⊕ OK ⊂ · · · ⊂ 𝜛KOK ⊕ O⊕(d−1)K ⊂ O⊕dK ;

on peut alors prendre
Ut B

⋃
Δ′∈ |BT |
d (Δ′,Δ)≤t

(Ω̂0
Δ′ )𝜂 , t ∈ N

et
H B I (1)Z,

où d (Δ′,Δ) ≤ t signifie que Δ′ peut être connecté à Δ par une chaîne Δ′ = Δ0,Δ1, . . . ,Δt = Δ de simplexes
maximaux adjacents. Il reste à voir que la famille d’ouverts {gU0}g ∈GLd (K ) recouvre Ωd−1K . En effet, son modèle
formel Ω̂d−1OK

admet comme recouvrement ouvert la famille {g Ω̂0
Δ = Ω̂0

gΔ}g ∈GLd (K ) grâce au fait que l’action de
PGLd (K ) sur l’immeuble permute transitivement les simplexes maximaux [24, II, Remarque 2.1.5]. □

3 Preuve de la conjecture (0.6) pour les courbes

La preuve de la conjecture (0.6) pour les courbes se réduira à étudier le cas en présence d’un modèle

formel semi-stable de l’inclusion ouverte, qui est la partie la plus technique et qui se restreint fortement aux

courbes. Les étapes de la réduction, qui peuvent être effectuées de deux manières (l’une pour les courbes lisses

et l’autre pour les courbes générales), seront abordées dans les deux sections suivantes. La première manière

repose sur l’existence de modèles formels semi-stables après une extension finie convenable de K pour les

courbes [10, 22], tandis que la seconde manière peuvent être réalisée en dimension quelconque grâce aux

résultats de résolution des singularités en caractéristique mixte dus à Saito et à Temkin [47, 55].

3.0.1. Nous ferons appel à la théorie de Raynaud [9, Chapter 8] sur les espaces rigides (sur K ), qui interprète
les espaces rigides sur K comme des fibres génériques de schémas formels admissibles sur Spf(OK ). Rappelons
qu’un schéma formel 𝔛 sur Spf(OK ) est dit admissible si 𝔛 est localement de la forme Spf(A) avec A plat et
topologiquement de présentation finie sur OK [9, §7.3, Definition 3], ce qui revient à dire qu’avec A topologi-
quement de type fini sur OK et sans 𝔪K -torsion (car OK est noethérien 9). Deux schémas formels admissibles
quasi-compacts sur Spf(OK ) ont les fibres génériques isomorphes si et seulement s’ils sont tous deux dominés
par un même schéma formel admissible au moyen d’éclatements formels admissibles [9, §8.2, Definition 3 ; §8.4,
Lemma 4 (d)].

Voici un résultat [9, §8.4, Lemma 5] que nous allons utiliser souvent : Soit 𝔛 un schéma formel admissible
quasi-compact Spf(OK ). Soit {Ui }i ∈I un recouvrement ouvert de l’espace rigide 𝔛𝜂 . Alors il existe un écla-
tement formel admissible 𝔛′ → 𝔛 ainsi qu’un recouvrement ouvert {𝔘i }i ∈I de 𝔛′ tels que la famille rigide
associée {(𝔘i )𝜂}i ∈I coïncide avec le recouvrement {Ui }i ∈I .

3.1 Cas des modèles semi-stables d’une inclusion stricte

Cette section est consacrée à la partie technique de la démonstration, admettant que nous ayons déjà un

modèle semi-stable de l’inclusion ouverte stricte. À cette fin, nous allons utiliser la filtration de Bloch-Kato-

Hyodo sur les cycles proches et analyserons ses intéractions avec la restriction de l’inclusion ouverte sur la

fibre spéciale.

9. Cette équivalence reste vraie pour des anneaux de base plus généraux que OK , cf. [9, §7.3, au début, et Corollary 5].
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3.1.1. Image et adhérence schématiques. Soit Y un schéma localement noethérien. Soit f : Y → X un
morphisme de schémas. Il existe un plus petit sous-schéma fermé Y ′ de X par lequel f se factorise [26,
proposition (9.5.1)], que l’on appellera image schématique de Y par le morphisme f . De façon plus précise, elle
est définie par l’idéal I B ker(OX → f∗OY ). En outre, l’espace sous-jacent deY ′ est l’adhérence topologique
de Zariski f (Y ) dans X .

Lorsque f est l’injection canonique d’un sous-schéma fermé Y de X , on appelle Y ′ également adhérence
schématique deY dans X , et on noteY B Y ′.

3.1.2 - Lemme ([42, Lemma 2.5]). Soit 𝔘 → 𝔛 une immersion ouverte d’un ouvert quasi-compact dans un schéma
formel admissible sur OK telle que 𝔘𝜂 ⊂† 𝔛𝜂 est une inclusion stricte d’affinoïdes rigides. Alors l’adhérence schéma-
tique 𝔘s de 𝔘s dans 𝔛s est propre sur k .

Démonstration. Par hypothèse, on a des inclusions d’affinoïdes rigides 𝔘𝜂 ⊂ 𝔛𝜂 (r ) ⊂ 𝔛𝜂 pour certain r ∈
Q∩]0, 1[ et une présentation 𝔛𝜂 = Sp(K ⟨T1, · · · ,Tm⟩/ J ). Notons A l’image de

OK ⟨T1, · · · ,Tm⟩ → K ⟨T1, · · · ,Tm⟩/ J ,

et notons A(r ) l’image de

OK ⟨T1, · · · ,Tm ,S1, · · · ,Sm⟩ → K ⟨T1, · · · ,Tm ,S1, · · · ,Sm⟩/( J ,T r2
1 − p

r1S1, · · · ,T r2
m − pr1Sm),

où r = r1
r2

avec r1,r2 ∈ N. Elles sont des OK -algèbres p-adiquement complètes admissibles (3.0.1), et on a un
morphisme naturel SpfA(r ) → SpfA qui donne sur les fibres génériques l’inclusion 𝔛𝜂 (r ) ⊂ 𝔛𝜂 , et sur la fibre
spéciale l’inclusion du sous-schéma fermé Z dans Spec(A/𝔪KA) définie par l’idéal (T r1

1 , . . . ,T r1
m ). Le support

de Z est réduit au point fermé s0 ∈ Spec(A/𝔪KA) définie par l’idéal maximal (T1, . . . ,Tm).
Soit SpfAU un modèle formel admissible de l’affinoïde rigide 𝔘𝜂 . D’après la théorie de Raynaud (3.0.1),

on obtient un diagramme commutatif

𝔘 𝔛

𝔘′′ 𝔛′′

𝔘′

SpfAU SpfA(r ) SpfA

où les flèches verticales sont des éclatements formels admissibles, donc propres sur les fibres spéciales, et que
les flèches horizontales sont des immersions ouvertes. L’image de 𝔘 → 𝔛 est aussi l’image de 𝔘′′ → 𝔛′′ → 𝔛.
Or, le morphisme 𝔘′′s → 𝔛′′s se factorise dans une fibre projective car SpfA(r ) → SpfA se factorise par Z ,
son adhérence schématique 𝔘′′s est alors propre 10. Son image schématique dans 𝔛s , qui est propre [52, Lemma
0AH6], est égale aussi à l’adhérence de 𝔘s dans 𝔛s 11 □

3.1.3 - Corollaire. Soit 𝔘 → 𝔛 une immersion ouverte d’un ouvert quasi-compact dans un schéma formel admissible
séparé sur OK telle que 𝔘𝜂 ⊂† 𝔛𝜂 est une inclusion stricte. Alors l’adhérence schématique 𝔘s de 𝔘s dans 𝔛s est propre
sur k .

Démonstration. On peut supposer d’avoir des recouvrements admissibles finis affinoïdes

𝔘𝜂 =
⋃
𝛼∈I

U𝛼 ⊂†
⋃
𝛼∈I

V𝛼 ⊂ 𝔛𝜂

10. Si une immersion ouverte U ⊂ X se factorise par un schéma fermé Z → X , alors U → Z est une immersion ouverte. En effet,

U → Z est un homéomorphisme sur une partie ouverte de Z , et que pour tout x ∈ U , on a OZ ,x
≃→ OU ,x [26, proposition (4.2.2, a)],

puisque OX ,x ↠ OZ,x → OU ,x dont le composé est un isomorphisme.
11. Notons f le morphisme 𝔛′′s → 𝔛s . L’adhérence 𝔘′′s de 𝔘′′s dans 𝔛′′s est projective. L’adhérence de 𝔘s dans 𝔛s est l’image

schématique par f de 𝔘′′s ; en effet, on a ker(O𝔛s → i∗O𝔘s ) ⊂ ker(O𝔛s → f∗i ′′∗ O𝔘s ) , avec égalité si f∗ est un éclatement.
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avec des inclusions strictesU𝛼 ⊂† V𝛼 d’ouverts affinoïdes admissibles. Alors, selon la théorie de Raynaud (3.0.1),
on a un diagramme commutatif comme suit

𝔘′
⋃

𝛼 𝔘
′
𝛼

⋃
𝛼 𝔙
′
𝛼 𝔛′

𝔘′𝛼 𝔙′𝛼

𝔘 𝔛

⊂ ⊂

où les flèches verticales sont des éclatements formels admissibles, donc propres sur les fibres spéciales, et que les
flèches horizontales sont des immersions ouvertes. Alors l’application de fibres spéciales (𝔘′𝛼)s → (𝔙′𝛼)s ⊂ 𝔛s
se factorise par son adhérence de Zariski (𝔘′𝛼)s dans (𝔙′𝛼)s , qui est propre sur k par le lemme (3.1.2). Donc
(𝔘′𝛼)s est aussi son adhérence dans 𝔛′s puisque le morphisme d’un schéma propre sur k vers un schéma séparé
sur k est propre [27, corollaire (5.4.3)]. Alors l’application de fibres spéciales 𝔘′s → 𝔛′s se factorise par son
adhérence dans 𝔛′s , qui est l’image schématique du morphisme

∐
𝛼 (𝔘′𝛼)s → 𝔛′s . Or, celle-ci est propre sur

k 12, donc 𝔘s → 𝔛s se factorise par un sous-schéma fermé de 𝔛s qui est propre sur k . □

3.1.4 - Lemme. SoitY un schéma localement noethérien. SoitV →Y un ouvert. Considérons le sous-schéma ouvert

V sat B Y
∖
(Y \V ),

où (−) dénote l’adhérence schématique d’un sous-schéma deY .

(i) On a des inclusions ouvertesV ⊂ V sat ⊂ V .
(ii) Supposons que localement pour la topologie fidèlement plate de présentation finie sur Y , chaque composante

irréductible de Y soit définie par une seule section globale. Alors l’immersion ouverte j : V sat → Y est un
morphisme affine.

(iii) Notons j̄ l’immersion fermée V → Y . Soit F un faisceau sur Yét admettant une filtration finie Fil
•F dont

chaque gradué gr• F est muni d’une structure de faisceau cohérent. Posons

K B ker(F → j∗ j ∗F)

muni de la filtration restreinte Fil•K = K ∩ Fil•F , et

G B F/K ≃ im(F → j∗ j ∗F)

muni de la filtration quotient Fil•G, image de Fil•F . Alors,

(iii.a) on a j ∗K = 0, K|Y \V
≃→ FY \V et G

≃→ j̄∗ j̄ ∗G ;

(iii.b) sous la condition de (ii), si de plus le conoyau du morphisme naturel

(3.1.4.1) Fil•K→ ker(gr• F 𝛾•→ j∗ j ∗ gr• F)

est une extension successive de faisceaux cohérents, alors les gradués gr• G sont respectivement des exten-
sions successives de faisceaux cohérents ; plus précisément, on a la suite exacte naturelle suivante

0→ ker(𝛾•)/gr•K→ gr• G → im(𝛾•) → 0,

où le faisceau de gauche est isomorphe au conoyau de (3.1.4.1) et est une extension successive de faisceaux
cohérents à support dans Y \V sat, et le faisceau de droite (en tant que OY -module quotient de gr• F ) est
cohérent à support dansV .

Démonstration. (i) Cela découle par définition.

12. Soit I𝛼 le faisceaux d’idéaux de O𝔛s définissant (𝔘′𝛼 )s , alors cette adhérence et image schématique est définie par le faisceaux
d’idéaux

⋂
𝛼 I𝛼 . Une simple application du critère valuatif de propreté permettra de conclure.

20



(ii) La propriété que j : V sat → Y soit un morphisme affine se vérifie localement pour la topologie
fidèlement plate quasi-compacte surY [29, proposition (2.7.1, xiii)] (qui est plus fine que la topologie fidèlement
plate de présentation finie).

Soit g : Y ′ →Y un morphisme plat et localement de présentation finie. Notons

V ′sat B Y ′
∖
Y ′

∖
g −1 (V ).

Montrons que V ′sat = g −1 (V sat). Pour cela, il suffit de montrer que

(a) g −1 (W ) ≃→ g −1 (W ) pour tout ouvertW ⊂ Y ;
(b) g −1 (Y \Z ) ≃→Y ′\g −1 (Z ) pour tout fermé Z ⊂ Y .

Le (b) est clair. Le (a) est vraie emsemblistement, puisque l’on a g −1 (W ) ⊂ g −1 (W ) par continuité de g , et
l’inclusion inverse car g est ouvert en étant plat et localement de présentation finie [29, théorème (2.4.6)].

Par hypothèse, en travaillant localement pour la topologie fidèlement plate de présentation finie sur Y ,
on peut supposer que Y est un schéma affine noéthérien, et que ses composantes irrédutibles {Yi }i ∈I sont de
la forme Yi = V ( fi ) pour certain fi ∈ O(Y ). Comme Y est noethérien, l’ensemble I est fini. Soit I0 ⊂ I le
sous-ensemble des i tels que V rencontre Yi . Alors, on a V =

⋃
i ∈I0Yi , puis Y \V =

⋃
i∉I0

(
Yi

∖
(⋃i ∈I0Yi )

)
,

donc
Y \V =

⋃
i∉I0

Yi =
⋃
i∉I0

V ( fi ) =V (
∏
i∉I0

fi ).

Ainsi, son complémentaire V sat dansY est identifié comme l’ouvert principal D (∏i∉I0 fi ) ⊂ Y , qui est affine.

(iii) Le fait que j ∗K = 0 découle de la définition. Montrons l’isomorphisme K|Y \V
≃→ FY \V . D’après (ii),

l’immersion ouverte j est affine, donc R1 j∗H = 0 pour tout faisceau cohérent H sur V sat (et pour la topologie
étale, ou même pour la topologie fidèlement plate de présentation finie). On en déduit par récurrence sur la
longueur de la filtration Fil•F (et par l’exactitude de j ∗) que pour tout m ∈ N, on a que R1 j∗ j ∗Fil

•F = 0 et
que la suite courte (exacte à gauche)

0→ j∗ j ∗Fil
m+1F → j∗ j ∗Fil

mF → j∗ j ∗ grm F → 0

est exacte à droite, donc qu’elle est exacte.

On dispose du diagramme commutatif suivant

(3.1.4.2)

0 Film+1K FilmK ker(𝛾m)

0 Film+1F FilmF grm F 0

0 j∗ j ∗Fil
m+1F j∗ j ∗Fil

mF j∗ j ∗ grm F 0

𝛾m

dont la ligne centrale et les colonnes sont exactes par définitions. La dernière ligne est exacte d’après ce
qui précède, et puis la première est exacte par le lemme du serpent. Ceci étant, on obtient le diagramme
commutatif suivant

0 Film+1K FilmK grm K 0

0 Film+1F FilmF grm F 0

0 Film+1G FilmG grm G 0

dont les colonnes sont exactes et dont la dernière ligne est exacte par le lemme du serpent. Ainsi, en appliquant
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le lemme du serpent au diagramme suivant

0 grm K grm F grm G 0

0 ker(𝛾m) grm F im(𝛾m) 0,

id

on obtient une suite exacte
0→ ker(𝛾m)/grm K→ grm G → im(𝛾m) → 0

Il reste à voir que les deux faisceaux de côté, ker(𝛾m)/grm K et im(𝛾m), vérifient les propriétés de co-
hérence voulues. En effet, remarquons d’abord que ker(𝛾m) et im(𝛾m) héritent la cohérence de grm F . Pour
ceci, on remarque que j∗ j ∗ grm F est un faisceau quasi-cohérent sur Yét puisque Y est localement noethérien
[26, proposition (9.4.2)]. Le morphisme naturel 𝛾m est un morphisme de OY -modules sur Yét, donc ker(𝛾m) et
im(𝛾m) sont aussi quasi-cohérents, même cohérents car ils sont de type fini. Quant à leurs supports, ker(𝛾m)
est à support dans Y \V sat car 𝛾m devient un isomorphisme sur l’ouvert V sat ⊂ Y ; et im(𝛾m) est à support
dans V car j∗ j ∗ grm F l’est. L’hypothèse supplémentaire (3.1.4.1) revient au même de dire que le sous-faisceau
grm K ⊂ ker(𝛾m) est de quotient extension successive de faisceaux cohérents, donc ker(𝛾m)/grm K est une
extensions successives de faisceaux cohérents. □

3.1.4.3 - Remarque. La clef de la preuve est le fait que si F est un faisceau étale cohérent sur un schéma
localement noethérienY , alors pour toute immersion ouverte j : V →Y , le OY -module j∗ j ∗F est un faisceau
quasi-cohérent, donc l’image du morphisme de faisceaux F → j∗ j ∗F est cohérent [26, proposition (9.4.2)] et
provient d’un faisceau cohérent sur l’adhérence schématique V de V dansY .

3.1.5. Fixons des notations pour le lemme suivant. Soit 𝜛K une uniformisante de K . Soit

𝔛 = Spf
(
OK ⟨X0, . . . ,Xn⟩ /(X0 · · ·Xr −𝜛K )

)
avec 0 ≤ r ≤ n, et posonsY = 𝔛s . Soit V un ouvert de Zariski dense dans l’ouvert

V ′ = Spec
(
k [X0, . . . ,Xs ,X ±1s+1, . . . ,X

±1
r ,Xr+1, . . . ,Xn]/(X0 · · ·Xs )

) j
⊂ Y

pour un certain entier 0 ≤ s ≤ r . Posons f = X0 · · ·Xs et g = Xs+1 · · ·Xr ; notons f̄ et ḡ leurs réductions
modulo 𝜛. Alors, on a l’égalitéV sat =V ′ ; en effet, on aV =V ′, qui est le sous-schéma fermé deY défini par
ḡ , doncY \V = D ( f̄ ), d’où l’adhérence schématique Y \V est le sous-schéma fermé deY défini par ḡ .

Reprenons les notations introduites dans la section 1.2 concernant les cycles proches et la filtration de
Bloch-Kato-Hyodo. Soit F B U 1Rq𝜆∗𝜇

⊗q
p muni de la filtration de Bloch-Kato-Hyodo U • et V • (1.2.3). Posons

K = ker(F → j∗ j ∗F) et G = im(F → j∗ j ∗F) ; notons U m ,V m les filtrations induites de celles de Bloch-Kato-
Hyodo sur F , et désignons leurs gradués par

grm0 = U m/V m , grm1 =V m/U m+1, m ∈ N∗

pour les faisceaux K, F et G. Posons également

𝛾m,0 : grm0 R
q𝜆∗Fp → j∗ j ∗ grm0 R

q𝜆∗Fp

𝛾m,1 : grm1 R
q𝜆∗Fp → j∗ j ∗ grm1 R

q𝜆∗Fp

pour m ∈ N∗.

Lemme. Pour tout m ∈ N∗, soit 𝛼m ∈ N tel que m + p𝛼m ≥ e ′. Avec les notations et hypothèses ci-dessus, on a

f̄ 𝛼m · grmi F ⊂ grmi K ⊂ ker(𝛾m,i ) ⊂ grmi F

pour i ∈ {0, 1}, où sur le premier terme on considère la structure de OY -module (cohérent) (1.2.6) sur grmi F . En
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particulier, ker(𝛾m,i )/grmi K est un faisceau à support dans

V \V sat =V ( f̄ , ḡ ) = Spec
(
k [X0, . . . ,Xs ,X ±1s+1, . . . ,X

±1
r ,Xr+1, · · · ,Xn]/(X0 · · ·Xs ,Xs+1 · · ·Xr )

)
.

Démonstration. D’après ce qui précède, on a

V ⊂ V sat =V ′ = D ( ḡ ) ⊂ V =V ( f̄ ) ⊂ Y

qui, avec la filtration de Bloch-Kato-Hyodo sur F = U 1Rq𝜆∗𝜇
⊗q
p , vérifient les conditions de (3.1.4) (sauf celles

de (iii.b)). Donc ker(𝛾m,i ) est à support dans Y \V sat = V ( ḡ ) pour tout m ∈ N∗ ; alors ker(𝛾m,i )/grmi K l’est
aussi.

Le sous-OY -module cohérent f̄ 𝛼m · grm0 F ⊂ grm0 F est engendré par les formes différentielles logarith-
miques

f̄ p𝛼m x̄ · ∧q−1i=1 dlog ai

pour x ∈ O𝔛 et ai ∈ O×𝔛 ∪ {Xi }
r
i=0, qui possèdent des antécédents

{1 +𝜛m f p𝛼mx ,a1, . . . ,aq−1} ∈ U mF .

Notons 𝔙 l’ouvert de 𝔛 de support V sat. On vérifie que

{1 +𝜛m
K f

p𝛼mx ,a1, . . . ,aq−1} |V sat

= {1 +𝜛m
K f

p𝛼m
|𝔙 x |𝔙,a1 |𝔙, . . . ,aq−1 |𝔙}

= {1 +𝜛m+p𝛼m
K g −p𝛼mx |𝔙,a1 |𝔙, . . . ,aq−1 |𝔙} ∈ U m+p𝛼mF |V sat ⊂ U e ′F |V sat = 0.

Donc {1 + 𝜛m
K f

p𝛼mx ,a1, . . . ,aq−1} ∈ K. Ainsi, chaque f̄ p𝛼m x̄ · ∧q−1i=1 dlog ai possède un antécédent dans U mK,
c’est-à-dire que f̄ 𝛼m · grm0 F ⊂ grm0 K . De même manière, nous obtenons l’inclusion f̄ 𝛼m · grm1 F ⊂ grm1 K. Les
autres inclusions sont triviales.

En particulier, sur l’ouvert D ( f̄ ), les inclusions deviennent des identités, donc le support du faisceau
ker(𝛾m,i )/grmi K est inclus dans V ( f̄ ) pour tous m ∈ N∗ et i ∈ {0, 1}. □

3.1.6 - Proposition. Soit 𝔘 → 𝔛 une immersion ouverte d’un ouvert quasi-compact dans un schéma formel quasi-
compact séparé semi-stable de dimension relative 1 sur OK telle que 𝔘𝜂 ⊂† 𝔛𝜂 est une inclusion stricte. Supposons que
𝜁p ∈ K . Avec les notations de (1.2.3), pour tous n,q ∈ N, les applications

H n
ét (𝔛s ,Rq𝜆∗Fp ) → H n

ét (𝔘s ,Rq𝜆∗Fp |𝔘s ),

H n
ét,c (𝔘s ,Rq𝜆∗Fp |𝔘s ) → H n

ét,c (𝔛s ,Rq𝜆∗Fp )

sont d’image finie.

Démonstration. Comme 𝜁p ∈ K , on peut identifier Rq𝜆∗Fp ≃ Rq𝜆∗𝜇⊗qp .

Traitons d’abord le cas de la cohomologie étale usuelle. Le point crucial sera l’existence d’une filtration sur
certain faisceau intermédiaire sur 𝔘s étendant Rq𝜆∗Fp |𝔘s telle que les gradués sont des faisceaux cohérents
ou des faisceaux constructibles, ce qui donnera la finitude de sa cohomologie sur 𝔘s . Afin de pouvoir le
montrer, nous allons appliquer le lemme (3.1.4, iii.b) àY = 𝔛s ,V = 𝔘s et F = U 1Rq𝜆∗𝜇

⊗q
p muni de la filtration

de Bloch-Kato-Hyodo (1.2.3). Pour ceci, vérifions d’abord que ses conditions sont remplies. Conservons les
notations du lemme (3.1.4, iii) ; nous allons en fait montrer que les ker(𝛾m,i )/grmi K pour m ∈ N∗ et i ∈ {0, 1}
sont des faisceaux gratte-ciel constructibles.

Soit I ⊂ O𝔛s le faisceau d’idéaux définissant le sous-schéma fermé réduitV = 𝔘s ⊂ 𝔛s . Pour tout m ∈ N∗,
soit 𝛼m le plus petit entier naturel tel que m + p𝛼m ≥ e ′. Comme une conséquence directe de (3.1.5), on obtient
que

(3.1.6.1) I𝛼m · grmi F ⊂ grmi K ⊂ ker(𝛾m,i ) ⊂ grmi F .
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En effet, il suffit de montrer la première inclusion. Comme 𝔛 est semi-stable sur OK , localement pour la
topologie étale, 𝔛 admet un morphisme étale vers

Spf
(
OK ⟨X0, . . . ,Xd ⟩ /(X0 · · ·Xr −𝜛)

)
avec 0 ≤ r ≤ d (ici, d est égal à la dimension relative de 𝔛 sur Spf(OK ), qui est égal à 1 par hypothèse). Si on
a 𝔘s = ∅ ou 𝔘s = 𝔛s , alors I = O𝔛s et K = F , ou I = 0 et K = ker(𝛾m,i ) = 0 ; le résultat est trivial dans ce
cas. On peut donc supposer que f = X0 · · ·Xs avec 0 < s < r ; alors I = f̄ O𝔛s et le (3.1.5) implique (3.1.6.1).

Pour m ∈ N∗ et i ∈ {0, 1}, le faisceau ker(𝛾m,i )/I𝛼m ·grmi F est cohérent et à support dans 𝔘s \𝔘sat
s comme

on le voit localement. Comme 𝔛 est de dimension relative 1 sur OK , l’ensemble 𝔘s \𝔘sat
s est une partie discrète

de points fermés comme on le voit localement pour la topologie étale ; cet ensemble est fini par la propreté de
𝔘s sur k (3.1.2). Ainsi, le faisceau ker(𝛾m,i )/(I𝛼m · grmi F) est un faisceau cohérent gratte-ciel à support dans
un ensemble fini de points fermés ; il est alors un faisceau constructible car k est une extension finie de Fp ;
donc l’est aussi son quotient ker(𝛾m,i )/grmi K d’après (3.1.6.1).

Regardons d’abord les groupes de cohomologie étale. Selon les paragraphes précédents, on peut appliquer
le lemme (3.1.4, iii.b) à Y = 𝔛s , V = 𝔘s et F = U 1Rq𝜆∗Fp ≃ U 1Rq𝜆∗𝜇

⊗q
p muni de la filtration de Bloch-

Kato-Hyodo (1.2.5) ; alors la filtration de Bloch-Kato-Hyodo induite sur G = im(F → j∗ j ∗F) = F/K se
raffine par une autre dont les gradués sont des faisceaux cohérents à support dans 𝔘s ou des faisceaux
cohérents (constructibles) à support dans 𝔘s \𝔘s . Notons que le faisceau Rq𝜆∗Fp/F est une extension de
faisceaux constructibles (1.2.5). Donc Rq𝜆∗Fp/K est une extension successive de faisceaux constructibles et
faisceaux cohérents qui sont tous deux à support dans 𝔘s ; donc sa restriction Rq𝜆∗Fp/K|𝔘s est une extension
successive de faisceaux constructibles et faisceaux cohérents. Donc le groupe H n

ét (𝔘s ,Rq𝜆∗Fp/K|𝔘s ) est fini
13.

Le diagramme commutatif

H n
ét (𝔛s ,Rq𝜆∗Fp ) H n

ét (𝔛s ,Rq𝜆∗Fp/K)

H n
ét (𝔘s ,Rq𝜆∗Fp/K|𝔘s )

H n
ét (𝔘s ,Rq𝜆∗Fp |𝔘s ) H n

ét (𝔘s ,Rq𝜆∗Fp/K|𝔘s ),
≃

montre alors que l’application H n
ét (𝔛s ,Rq𝜆∗Fp ) → H n

ét (𝔘s ,Rq𝜆∗Fp |𝔘s ) est d’image finie.

Passons maintenant au cas de la cohomologie étale à support compact. Soit I ′ ⊂ O𝔛s le faisceau d’idéaux
définissant le sous-schéma fermé réduit (𝔛s \𝔘sat

s )red ⊂ 𝔛s . Notons j ′ : 𝔛s \𝔘s → 𝔛s , F ′ B Rq𝜆∗Fp ≃ Rq𝜆∗𝜇⊗qp
et K′ B ker(F ′ → j ′∗ j

′∗F ′). Comme précédemment, en appliquant (3.1.5), on obtient

(3.1.6.2) I ′𝛼m · grmi F ′ ⊂ grmi K′ ⊂ ker(𝛾m,i ) ⊂ grmi F ′

pour m ∈ N∗ et que les faisceaux ker(𝛾′m,i )/I ′𝛼m · grmi F ′ sont cohérents constructibles à support dans

𝔛s \𝔘s
∖
(𝔛s \𝔘s )sat = 𝔘s \𝔘sat

s .

Le faisceau K′ étant à support dans 𝔛s
∖
(𝔛s \𝔘s ) = 𝔘s , les faisceaux cohérents I ′𝛼m · grmi F ′ pour m ∈ N∗ le

sont aussi. Pour m = 0, on a gr0i K′ ⊂ gr0i F ′ pour i ∈ {0, 1}, qui sont des faisceaux constructibles, donc les
gr0i K′ le sont aussi. Ainsi, K′ est une extension successive de faisceaux constructibles et faisceaux cohérents
qui sont tous deux à support dans 𝔘s , donc sa restriction K′ |𝔘s est une extension successive de faisceaux
constructibles et faisceaux cohérents. Donc le groupe H n

ét (𝔘s ,K′ |𝔘s ) est fini (voir la note de bas de page,
p. 24). Comme le support de j ′∗ j

′∗F ′ est disjoint de 𝔘s , on a K′ |𝔘s
≃→ F ′ |𝔘s , et on obtient le diagramme

13. En effet, les groupes de cohomologie étale d’un faisceau cohérent sur un schéma propre sur un corps fini k sont finis car ils sont
identifiés aux groupes de cohomologie de Zariski [3, exposé VII, proposition 4.3], qui sont de dimension finie sur k [28, théorème (3.2.1)].
Quant aux faisceaux constructibles, cela découle de la finitude sur un corps algébriquement clos [3, exposé XIV, corollaire 1.2] et la suite
spectrale de la descente galoisienne, moyennant le fait que les groupes de cohomologie galoisienne d’un Gk -module fini sont encore finis
[51, chapitre 1, §3.5, exemples, 1)].
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commutatif
H n

ét,c (𝔛s ,Rq𝜆∗Fp ) H n
ét,c (𝔛s ,K′)

H n
ét (𝔘s ,K′ |𝔘s )

H n
ét,c (𝔘s ,Rq𝜆∗Fp |𝔘s ) H n

ét,c (𝔘s ,K′ |𝔘s )≃

qui montre que l’application H n
ét,c (𝔘s ,Rq𝜆∗Fp |𝔘s ) → H n

ét,c (𝔛s ,Rq𝜆∗Fp ) est d’image finie. □

3.1.7 - Remarque. La même stratégie s’applique au cas où 𝔛 est seulement supposé log-lisse (et de dimension
relative 1) sur OK . En effet, grâce à [58, Theorem 3.3] et [58, Lemma 3.2], on se réduit au cas où 𝔛 est quasi-
log-lisse sur OK au sens de [46, Definition 5.2]. Ensuite, par [46, Corollary 4.5, Theorem 5.4], on déduit par
comparaison « formel-algébrique » comme dans (1.2.5) une version formelle-rigide quasi-log-lisse de la filtration
du type Bloch-Kato-Hyodo, à partir de laquelle on conclut par les arguments similaires à ceux qu’on vient de
présenter.

3.1.8 - Proposition. Soit

U ⊂ X (𝛿1) ⊂† X (𝛿2) ⊂† · · · ⊂† X (𝛿r ) ⊂† X (𝛿r+1) = X

avec 0 < 𝛿1 < · · · < 𝛿r+1 = 1 une chaîne d’ouverts admissibles quasi-compacts qui est la fibre générique d’une chaîne
d’ouverts quasi-compacts d’un schéma formel séparé semi-stable de dimension relative 1 sur OK

𝔘 ⊂ 𝔘1 ⊂ 𝔘2 ⊂ · · · ⊂ 𝔘r ⊂ 𝔘r+1 = 𝔛.

Supposons que 𝜁p ∈ K et posons l B dimX + 2 (donc l = 3). Alors pour n ∈ N et t ∈ [1,r + 1 − l ], l’application

H n
ét (X (𝛿t+l ),Fp ) → H n

ét (X (𝛿t ),Fp )

est d’image finie, et, si de plus il existe une compactification 𝔛 ↩→ 𝔛 14, l’application

H n
ét,c (X (𝛿t ),Fp ) → H n

ét,c (X (𝛿t+l ),Fp )

est aussi d’image finie.

Démonstration. On a RΓét (𝔜s ,R𝜆∗−) = RΓét (𝔜𝜂 ,−) pour tout schéma formel admissible 𝔜 sur OK par défini-
tion de R𝜆∗. Donc pour tout t ∈ [1,r ], on dispose des suites spectrales convergentes compatibles suivantes :

Ei ,j2 = H i
ét ((𝔘t+1)s ,R j𝜆∗Fp ) H i+ j

ét (X (𝛿t+1),Fp )

Ei ,j2 = H i
ét ((𝔘t )s ,R j𝜆∗Fp ) H i+ j

ét (X (𝛿t ),Fp )

où 𝜆 : Xét → 𝔛ét ≃ (𝔛s )ét est la projection de sites. La page E2 est concentrée en degrés j ∈ [0,dimX + 1] =
[0,l − 1], donc il en est de même pour la page E∞. Comme dimX = 1, chacune des flèches verticales de
gauche est d’image finie d’après (3.1.6). On en déduit par lemme (1.1.5) que pour tous n ∈ N et t ∈ [1,r + 1 − l ],
l’application H n

ét (X (𝛿t+l ),Fp ) → H n
ét (X (𝛿t ),Fp ) est d’image finie.

Quant à la cohomologie étale à support compact, en présence d’une compactification 𝔛 ↩→ 𝔛, pour toute
immersion ouverte 𝜄 : 𝔜 ↩→ 𝔛, on a des équivalences

RΓét,c (𝔜s ,R𝜆∗−) ≃ RΓét (𝔜s , 𝜄s !R𝜆∗−)
≃→ RΓét (𝔜s ,R𝜆∗𝜄𝜂!−) ≃ RΓét (𝔜𝜂 , 𝜄𝜂!−) ≃ RΓét,c (𝔜𝜂 ,−)

14. D’après le théorème de compactification Nagata, cette compactification existe si 𝔛 est le complété p-adique d’un schéma algébrique
X sur OK ; en effet, on peut choisir une compactification X ↩→ X sur OK , puis en prendre le morphisme de schémas formels associé.
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où la deuxième est due à [31, Corollary 3.5.11 (ii)]. Donc pour tout t ∈ [1,r ], on dispose des suites spectrales
convergentes compatibles suivantes

Ei ,j2 = H i
ét,c ((𝔘t )s ,R j𝜆∗Fp ) H i+ j

ét,c (X (𝛿t ),Fp )

Ei ,j2 = H i
ét,c ((𝔘t+1)s ,R j𝜆∗Fp ) H i+ j

ét,c (X (𝛿t+1),Fp )

à partir desquelles on conclut comme précédemment. □

La preuve a montré en fait que :

3.1.9 - Corollaire. Si la proposition (3.1.6) vaut en dimension d , alors il en est de même pour la proposition (3.1.8). □

3.2 Cas des courbes lisses

Nous présentons dans cette section une preuve de la conjecture (0.6) pour les courbes lisses et pour la

cohomologie étale usuelle (voir le théorème (3.2.5)), ce qui demandera quelques préliminaires sur les modèles

potentiellement semi-stables pour les courbes [10].

3.2.1. Compactification lisse et modèles compatibles pour les courbes. Soit X un affinoïde rigide lisse de
dimension 1 sur K . Construisons une variété rigide projective lisse X qui contient X comme un ouvert affinoïde
admissible. Pour cela, commençons par algébriser X . Comme X est le spectre d’une algèbre de Tate sur K ,
il en existe un modèle formel affine 𝔛 admissible sur OK , nécessairement rig-lisse. On peut donc l’algébriser
comme un schéma affine X alg = SpecA admissible sur OK dont la fibre générique X alg

𝜂 = SpecAK est lisse sur
K [54, 2.1.2, Theorem 3.1.3].

Construisons maintenant une compactification lisse X de X . Comme X alg
𝜂 est une courbe algébrique affine

lisse sur le corps parfait K , elle admet une unique compactification X alg
𝜂 sur K : c’est une courbe algébrique

projective lisse sur K qui contient X alg
𝜂 comme un ouvert dense [52, Remark 0H1F], et elle est unique par le

critère valuatif de séparation. En prenant des espaces analytiques associés (dénotés par (−)rig), on obtient

X = 𝔛𝜂 = ((X alg)∧p )𝜂 ⊂ (X
alg
𝜂 )rig ⊂ X B

(
X alg
𝜂

)rig
comme voulu (la première inclusion dépendant du modèle entier algébrique A ; voir par exemple [31, (0.7.6)]).

En prenant un modèle projectif admissible de X alg
𝜂 sur OK et puis son complété p-adique, on obtient un

modèle formel projectif admissible 𝔛 de X .

Soit {Ui }i ∈I une famille finie d’ouverts admissibles quasi-compacts de X . On la complète en un recou-
vrement admissible de X formé d’ouverts quasi-compacts. D’après la théorie de Raynaud [9, §8.4, Lemma 5],
ce recouvrement, quitte à faire un éclatement formel admissible à 𝔛, provient d’un recouvrement ouvert de 𝔛
contenant une famille {𝔘i }i ∈I de modèles formels (admissibles) de {Ui }i ∈I .

3.2.2 - Lemme (Modèles semi-stables compatibles). Soit X un affinoïde rigide lisse sur K de dimension 1. Soit
{Ui }i ∈I une famille finie d’ouverts admissibles quasi-compacts de X . Alors il existe une extension finie K ′ de K
telle que les immersions ouvertes (Ui )K ′ → XK ′ proviennent des immersions ouvertes de schémas formels semi-stables
𝔘i → 𝔛 sur OK ′ .

Démonstration. Par (3.2.1), on obtient une compactification projective et lisse X pour X , un modèle formel
admisssible projective 𝔛 de X , et un recouvrement ouvert fini de 𝔛 contenant {𝔘i }i ∈I ∪ {𝔛} qui induisent sur
les fibres génériques Ui ⊂ X ⊂ X . Ce recouvrement ouvert de 𝔛 donne tout de suite un recouvrement formel
{Vi }i ∈I de X [10, p. 351, dernier paragraphe]. Rappelons que pour tout recouvrement formel V de X , on peut
lui associer l’unique modèle formel X V en recollant les Spf(O◦ (Vi )) pour Vi ∈ V .

Dans la suite, on démontrera que tout recouvrement formel V peut, potentiellement après une extension
finie du corps de base, être raffiné à un recouvrement formel V ′ tel que le modèle X V ′ associé soit semi-stable.
Ce raffinement correspondera alors à un morphisme de schémas formels X V ′ → X V (éclatement formel). Et
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les images réciproques des 𝔘i ⊂ 𝔛 fourniront les modèles semi-stables compatibles souhaités (par abus de
notation).

Il suffit de trouver un tel recouvrement pour U
K̂
⊂ X

K̂
, puisqu’un tel recouvrement sera défini sur une

extension finie de K grâce à [10, Proposition 1.4].

On suit maintenant de près la preuve du théorème [10, Stable Reduction Theorem 7.1].

Rappelons quelques notations :

— On note désormais C = X
K̂
la courbe projective et lisse.

— Soit V un recouvrement formel de C , on note

𝜋 : C → C̃V

l’application de réduction.
— Pour tout q ∈ C̃V , on note

C+ (q ) B 𝜋−1 (q )

la fibre formelle, qui se compactifie, en recollant des disques fermés le long de couronnes, en une courbe
lisse et propre C q [10, Definition 4.4] de genre g (C q ). La notation dans loc. cit. est

C q B C+ (q ) ∪
∐
𝜇,𝜈

Eq𝜇𝜈 .

Par exemple, si q est un point lisse, alors C+ (q ) est isomorphe à un disque ouvert et on peut donc le
compactifier, en recollant un disque fermé, pour obtenir une courbe isomorphe à P1, qui est de genre 0 ;
si q est un point double, alors C+ (q ) est isomorphe à une couronne ouverte et donc se compactifie en P1

en recollant deux disques fermés — en fait, ces propriétés les caractérisent [10, Theorem 5.5]. Quant à
la preuve du théorème, il s’agit alors de raffiner le recouvrement formel afin que les C+ (q ) soient parmi
ces deux types.

— Notons
𝛾(C ,V ) B max

q ∈C̃V

{g (C q )}.

Posons V0 le recouvrement de C obtenu par extension scalaire de celui du début de la preuve.

D’abord, quitte à raffiner V0, on peut supposer que 𝛾(C ,V0) = 0. En effet, d’après [10, Proof of 7.3, Step
1], à partir d’un recouvrement formel arbitraire V de C , on peut en construire un raffinement B tel que
𝛾(C ,B) < 𝛾(C ,V ) dès que ce dernier est ≥ 1 (B étant construit en subdivisant « l’adhérence de C+ (q ) » pour
q tels que g (C q ) = 𝛾(C ,V )). Ensuite, pour tel V0, on a [10, Theorem 5.5]

C+ (q ) ≃ P1\
∐
i ∈Iq

Di .

Rappelons que #Iq = 1 si et seulement si q est un point lisse, #Iq = 2 si et seulement si q est un point
double. Suivant [10, Proof of 7.3, Step 2], quitte à subdiviser encore « l’adhérence de C+ (q ) » pour q singuliers,
la cardinalité de tout Iq se rend ≤ 2. Ainsi, tout point singulier q est un point double et le modèle CV0 est
semi-stable. □

3.2.3 - Remarque. Une preuve alternative repose sur les études soigneuses de la strucutre des courbes analy-
tiques [22, chapitre 5 et 6] (au sens de Berkovich). On peut toujours trouver un sous-ensemble sommital S de
X Berk contenant les 𝜕anUi et 𝜕anX [22, (6.3.17), (6.4.1)]. Alors le modèle semi-stable associé 𝔛 B �(X ,Alt(S ))
et ses ouverts 𝔘i B �(Ui ,Alt(S ∩Ui )) conviendraient [22, Proposition (6.3.19)]. La preuve de ceci est du même
esprit que celle de [10] mais dans le langage de Berkovich ; en effet, l’ensemble sommital S correspond à un
atlas affinoïde formel, qui n’est autre qu’un recouvrement formel au sens de Bosch-Lütkebohmert [10, p. 351,
dernier paragraphe], le modèle formel duquel est 𝔛.

3.2.4 - Remarque. Soient K ′ et 𝔘i → 𝔛 comme dans la conclusion de (3.2.2). Soit K ′′ une extension finie
de K ′. Alors il existe des immersions ouvertes de schémas formels 𝔘′i → 𝔛′ semi-stables sur OK ′′ induisant
sur les fibres génériques les immersions ouvertes (Ui )K ′′ → XK ′′ . En effet, le schéma formel 𝔛 ⊗OK ′ OK ′′ étant
localement étale sur Spf

(
OK ⟨X0,X1⟩ /(X0X1 − 𝜛m

K ′′ )
)
(où l’on note m l’indice de ramification de l’extension
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K ′′/K ′), il suffit d’effectuer des éclatements formels admissibles du type [52, Example 0CDC] en les points
singuliers.

3.2.5 - Théorème. Soit U ⊂† X une inclusion ouverte stricte de courbes affinoïdes rigides lisses sur K . Alors pour
tous n,m ∈ N, l’application induite H n

ét (X ,Z/pm) → H n
ét (U ,Z/pm) est d’image finie.

Démonstration. Fixons un n ∈ N.

(i) Tout d’abord, par dévissage 0 → Z/pm−1
p ·
→ Z/pm → Z/p → 0 comme dans l’étape de réduction (ii)

de la preuve de (2.2.6), on se ramène au cas où m = 1.

Traitons désormais le cas m = 1.

(ii) Posons
r B (n + 1) (dimX + 2) = 4(n + 1).

Par l’hypothèse de l’inclusion stricte, on peut prolonger U ⊂ X en une chaîne d’ouverts admissibles quasi-
compacts

U ⊂ X (𝛿1) ⊂ X (𝛿2) ⊂ · · · ⊂ X (𝛿r ) ⊂ X (𝛿r+1) = X

avec 0 < 𝛿1 < · · · < 𝛿r+1 = 1. Par le lemme (3.2.2) (comme on est en dimension 1), il existe une extension finie
de corps K ′/K telle que le changement de base vers K ′ de cette chaîne d’inclusions est induite par une chaîne
d’ouverts quasi-compacts d’un schéma formel semi-stable sur OK ′

𝔘 ⊂ 𝔘1 ⊂ 𝔘2 ⊂ · · · ⊂ 𝔘r ⊂ 𝔘r+1 = 𝔛.

D’après la remarque (3.2.4), quitte à agrandir K ′, on peut supposer 𝜁p ∈ K ′ et que l’extension K ′/K soit
galoisienne.

(iii) Soit l = 3 comme dans la proposition (3.1.8). Il s’ensuit de loc. cit. que pour t ∈ [1,r +1−l ], l’application
H m

ét (X (𝛿t+l )K ′ ,Fp ) → H m
ét (X (𝛿t )K ′ ,Fp ) est d’image finie.

(iv) Il reste la descente galoisienne. On a les suites spectrales convergentes compatibles suivantes :

(3.2.5.1)

Ei ,j2 = H i (G ,H j
ét (X (𝛿t+l )K ′ ,Fp )) H i+ j

ét (X (𝛿t+l ),Fp )

Ei ,j2 = H i (G ,H j
ét (X (𝛿t )K ′ ,Fp )) H i+ j

ét (X (𝛿t ),Fp )

où G = Gal(K ′/K ). Chacune des flèches verticales à gauche est d’image finie d’après ce qui précède et le fait
que tout groupe de cohomologie H • (G ,−) d’unG -module fini est fini. On en déduit par lemme (1.1.6) que pour
tout t ∈ [1,r + 1 − (n + 1)l ], l’application H n

ét (X (𝛿t+(n+1)l ),Fp ) → H n
ét (X (𝛿t ),Fp ) est d’image finie. □

3.2.6 - Remarque. Le nombre r dans la preuve dépend de n, mais on peut aussi le rendre indépendant de
n. Pour cela, on remarque que H •ét (X (𝛿t )C ,Fp ) est concentré en degrés • ≤ dimX + 1 par [6, Theorem 7.3]
(ou même concentré en degrés • ≤ dimX par [23, Theorem 1.7] ; si l’on utilise [31, Corollary 2.8.3] au lieu
de la première référence, on obtiendra la borne 2 dimX à la place de dimX + 1)), et que la p-dimension
cohomologique de GK ′ est cdpGK ′ = 1 + cdpGk ′ = 2 par [51, chapitre II, §4.3, corollaire de la proposition 12].
Alors les suites spectrales (3.2.5.1) sont concentrées en degrés

0 ≤ j ≤ (dimX + 1) + 2 = l + 1.

Ainsi, les filtrations spectrales sur l’aboutissement sont de longueur au plus l + 2. Donc, cette fois-ci, en
appliquant récursivement l + 1 fois (au lieu de n fois) le lemme (1.1.4), on obtient que, pour tout n ∈ N et tout
t ∈ [1,r + 1 − (l + 2)l ], l’application H n

ét (X (𝛿t+(l+2)l ),Fp ) → H n
ét (X (𝛿t ),Fp ) est d’image finie. On aurait pû

poser r B (l + 2)l = 15.

3.3 Cas des courbes générales

Pour pouvoir démontrer la conjecture (0.6) pour les courbes non nécessairement lisses (voir le théorème

(3.3.14)), nous allons encore recourir au résultat du cas semi-stable, mais cette fois par la méthode de l’hyper-
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descente en utilisant une certaine résolution des singularités en caractéristique mixte.

Existence de modèles formels d’une immersion ouverte

3.3.1. Compactification et modèles compatibles. Soit X un affinoïde rigide lisse sur K . Présentons une
variante de (3.2.1) : construisons une compactification X de X . Contrairement à (3.2.1), la lissité de la compac-
tification ne sera plus requise ici, si bien que X n’est plus nécessairement de dimension 1. Comme dans loc. cit.,
X admet un modèle formel admissible affine qui est le complété p-adique d’un schéma affine X alg = SpecA
admissible sur OK . De plus, il existe une immersion ouverte de X alg dans un schéma X alg admissible et pro-
jectif (pas nécessairement lisse) sur OK ; en effet, on peut plonger X alg dans un espace projectif sur OK , puis y
prendre l’adhérence schématique de X alg. Le schéma X alg est en particulier séparé. Par complétion p-adique,
on obtient une immersion ouverte quasi-compacte de schémas formels admissibles sur OK

𝔛 B (X alg)∧p ⊂ 𝔛 B
(
X alg

)∧
p
.

En prenant la fibre générique rigide, on réalise X comme un ouvert affinoïde admissible dans l’espace rigide
projectif sur K

X ⊂ X B (𝔛)𝜂 .

Soit {Ui }i ∈I une famille finie d’ouverts admissibles quasi-compacts de X . Il existe alors, d’après la théorie
de Raynaud comme dans loc. cit., quitte à effectuer un éclatement formel admissible de 𝔛, une famille {𝔘i }i ∈I
d’ouverts de 𝔛 induisant la famille {Ui }i ∈I sur les fibres génériques.

3.3.2 - Lemme (Algébrisation d’éclatements formels admissibles). L’éclaté formel admissible d’un schéma formel
admissible de la forme 𝔛 = (X alg)∧p (où X alg est un schéma algébrique localement de type fini et plat sur OK )
relativement à un idéal (ouvert) I ⊂ O𝔛 est défini algébriquement.

Démonstration. Il suffit de montrer qu’il existe un idéal I alg ⊂ OX alg tel que I = I alg · O𝔛 . Pour cela, on
peut définir I alg comme l’image réciproque de I par le morphisme OX ↠ OX /pnOX

≃→ i∗ (O𝔛/pnO𝔛) pour
certain n tel que pnOX ⊂ I (qui existe localement), ou I B ker(OX → i∗ (O𝔛/I )), où i est le morphisme
(𝔛,O𝔛) → (X ,OX ) d’espaces topogiquement annelés. En effet, on vérifie localement que le complété formel
de I alg est I . □

Ainsi, tout éclatement formel admissible de 𝔛 provient d’un éclatement algébrique admissible de X alg.

Hyperrecouvrement par des semi-stables

Avant d’exercer l’hyperdescente et d’apporter la touche finale à la preuve, il faudrait préciser les catégories

où les hyperrecouvrements seront construits.

3.3.3. Travaillons avec les catégories suivantes :

— la catégorie SchadmOK
des schémas admissibles (c’est-à-dire plats et localement de présentation finie) séparés

sur Spec(OK ),
— la catégorie FSchadmOK

des schémas formels admissibles (3.0.1) sur Spf(OK ),
— la catégorie RigK des espaces rigides sur K .

Dans chacune d’entre elles, les produits finis et les produits fibrés existent (les objets finals étant respectivement
Spec(OK ), Spf(OK ) et Sp(K )), donc toutes les limites finies existent. Plus précisément, le produit fibré dans
SchadmOK

est localement donné par (A ⊗C B)/(A ⊗C B) [𝜋∞], celui dans FSchadmOK
par (A⊗̂CB)/(A⊗̂CB) [𝜋∞], et

celui dans RigK par A⊗̂CB (où ce dernier ⊗̂ désigne le produit tensoriel complété d’anneaux Banach p-adiques).
En plus, les sommes finies y existent aussi, sont disjointes et universelles 15.

On considère les foncteurs

(3.3.3.1) SchadmOK

(−)∧p→ FSchadmOK

(−)𝜂→ RigK .

15. Termininologie de [3, exposé V bis].
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3.3.4 - Lemme. Les foncteurs (−)∧p et (−)𝜂 ci-dessus commutent aux limites finies.

Démonstration. Ceci revient à dire qu’ils commutent aux produits fibrés et aux produits finis. On le vérifie par
exemple pour (−)∧p : SchadmOK

→ FSchadmOK
et (−)𝜂 : FSchadmOK

→ RigK . Tout d’abord, notons que le foncteur (−)∧p
est localement donné par l’application Spec(A) ↦→ Spf(Â), tandis que le foncteur (−)𝜂 est localement donné
par Spf(A) ↦→ Sp(A[ 1p ]). Vérifions qu’ils commutent aux produits fibrés.

Quant au second foncteur, on a

Spf(A)𝜂 ×Spf(C )𝜂 Spf(B)𝜂 = Sp(A[ 1p ]) ×Sp(C [ 1p ] ) Sp(B [
1
p ])

= Sp
(
A[ 1p ]⊗̂C [ 1p ]B [

1
p ]

)
= Sp

(
(A⊗̂CB) [ 1p ]

)
= Spf(A⊗̂CB)𝜂 .

Quant au premier, on aura besoin du lemme suivant.

3.3.4.1 - Lemme. Soient R un anneau et f ∈ R. Soit M un R-module de complété M̂ B lim←−−n (M /f
nM ). Alors on

a un complexe
0→ M̂ [ f ∞] → M̂ → �M /M [ f ∞] → 0.

Il est exact à gauche et à droite. Il est exact au milieu si de plus M de f ∞-torsion bornée (c’est-à-dire, si M [ f ∞] =
M [ f N ] pour certain N ∈ N).

En particulier, si R est un anneau noethérien et M est un R-module de type fini, la suite est exacte.

Démonstration. On a (M /M [ f ∞]) [ f ∞] = 0, donc la suite courte est un complexe. Elle est exacte à gauche par
construction, et est exacte à droite car la complétion f -adique (classique) préserve les morphismes surjectifs
[52, Lemma 0315 (2)]. Si de plus M [ f ∞] = M [ f N ], alors pour tout élément (xn)n ∈ M̂ qui s’annule dans�M /M [ f ∞], on a que xn ∈ f nM +M [ f N ], d’où f N xn ∈ f nM , donc (xn)n ∈ M̂ [ f N ]. □

Grâce à ce lemme-ci, on obtient(
Spec(A) ×Spec(C ) Spec(B)

)∧
p = Spec

(
(A ⊗C B)/(A ⊗C B) [p∞]

)∧
p

= Spf
(
( �A ⊗C B)/(A ⊗C B) [p∞]

)
= Spf

( �(A ⊗C B)/ �(A ⊗C B) [p∞])
= Spf

(
(Â⊗̂Ĉ B̂)/(Â⊗̂Ĉ B̂) [p

∞]
)

= Spf(Â) ×Spf(Ĉ ) Spf(B̂),

où la troisième identité découle du lemme précédent. □

3.3.5. Rappelons des notations pour les objets simpliciaux (augmentés) (cf. [3, exposé V, §7.1], [17, §5.1]).

Pour tout n ∈ N ∪ {−1}, notons [n] l’ensemble fini totalement ordonné [0,n]. Soit Δ+ la catégorie ayant
pour objets les [n] avec n ≥ −1, et pour les morphismes les applications croissantes entre les [n]. Soit Δ ⊂ Δ+ la
sous-catégorie pleine d’objets les [n] avec n ≥ 0. Pour m ∈ N, notons Δm ⊂ Δ (resp. Δ+m ⊂ Δ+) la sous-catégorie
pleine d’objets les [n] avec n ≤ m.

Pour toute catégorie C, un objet simplicial (resp. objet simplicial n-tronqué, objet simplicial augmenté, objet
simplicial n-tronqué augmenté) de C est un objet X• de la catégorie Hom(Δop,C) (resp. de Hom(Δop

m ,C), de
Hom((Δ+)op,C), de Hom((Δ+m)op,C)) des foncteurs ; un morphisme d’objets simpliciaux est un morphisme de
foncteurs dans la catégorie correspondante. Pour un tel objet X•, notons X [m ] l’image de [m] dans C, et notons
X•≤m sa restriction sur la sous-catégorie pleine d’objets les [n] avec n ≤ m. Enfin, pour n ≥ −1, notons

cosqn : Hom(Δop
n ,C) → Hom(Δop,C)

le foncteur cosquelette d’ordre n [3, exposé V, définition 7.1.1] (dans le cadre relatif, par exemple pour des objets
simpliciaux augmentés vers une base, voir [17, (5.1.3)]).

3.3.6 - Corollaire. Les foncteurs (−)∧p et (−)𝜂 (3.3.3.1) commutent aux foncteurs cosquelette cosqn correspondants.
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Démonstration. Ceci découle aussitôt du lemme (3.3.4) grâce à l’expression [3, exposé V bis, (3.0.1.2)] (voir aussi
[52, Lemma 0183]) des foncteurs cosquelette comme les limites finies

(cosqnX•≤n)[m ] = lim
(Δ/[m ] )

op
≤n

X•≤n

pour m ≥ n, où la limite est prise dans la catégorie des flèches de but X [−1] . □

3.3.7 - Corollaire. Soit (Yi )i ∈I un diagramme fini d’objets dans SchadmOK
. Si X → limi ∈I Yi est un morphisme propre

et surjectif d’objet dans SchadmOK
, alors le morphisme induit (X ∧p )𝜂 → limi ∈I

(
(Yi )∧p

)
𝜂
est aussi propre et surjectif.

Démonstration. Le composé
(X ∧p )𝜂 → lim

i ∈I

(
(Yi )∧p

)
𝜂

(3.3.4)≃
(
(lim
i ∈I
Yi )∧p

)
𝜂

est la fibre générique rigide du morphisme propre et surjectif X → limi ∈I Yi . Il est donc propre et surjectif par
[31, Proposition 1.9.6, Lemma 3.7.3]. □

3.3.8. Pour clarté, rappelons un théorème [47, Theorem 1.8/Theorem 2.9 (1)] sur l’existence d’un modèle
potentiellement semi-stable pour tout log-schéma log-lisse de type fini sur un anneau de valuation discrète
OK .

Pour toute extension finie séparable L/K , munissons leurs anneaux des entiers OK et OL de la log-
structure canonique (voir la note de bas de page, p. 8). Pour tout log-schéma X fin et saturé (ou fs, cf. [47, §1.1]
ou [34, 1.6]) sur OK , notons X ⊗logOK

OL le changement de base dans la catégorie des log-schémas fins et saturés.
Il est obtenu en rendant fin et saturé le changement de base dans la catégorie des log-schémas [47, paragraphe
avant Theorem 1.8]). Par exemple, soit P ← R → Q une carte des morphismes X → Spec(OK ) ← Spec(OL)
de log-schémas (avec P , Q , R des monoïdes fins et saturés). Notons P gp ← Rgp → Q gp les morphismes induits
entre les groupes abéliens associés, et P gp +Rgp Q gp la somme amalgamée. Soit enfin P +satR Q le monoïde
obtenu comme le saturé de l’image du monoïde P ⊕Q dans la somme amalgamée P gp +Rgp Q gp. Alors, on peut
identifier

X ⊗logOK
OL = (X ⊗OK OL) ⊗Z[P ⊕Q ] Z[P +satR Q ] .

Dans le cadre des log-schémas fins et saturés, on dispose également d’une notion de log-éclatement.
D’après la construction rappelée dans [47, §2.1], un log-éclatement est en particulier un morphisme projectif et
log-étale.

Théorème (Saito, cf. [47, Theorem 1.8/Theorem 2.9 (1)]). Soit X un log-schéma log-lisse et de type fini sur un
anneau de valuation discrète OK , il existe un entier m ≥ 1 tel que, pour toute L extension finie séparable sur K
d’indice de ramification divisible par m, il existe un log-éclatement f :W → X ⊗logOK

OL tel queUW B f −1 (UX ,L) →
UX ,L B UX ⊗K L est un isomorphisme et que (W,UW ) est semi-stable sur OL , où UX B Xtriv et X ⊗logOK

OL est le
log-schéma saturé de X ⊗OK OL .

3.3.9 - Corollaire. Pour tout schéma X de type fini séparé et plat sur OK , il existe une extension finie séparable L
de K un morphisme projectif et surjectifW → X avecW semi-stable sur OL .

Démonstration. D’après [55, Theorem 1.2.9/Theorem 4.3.1 (ii)] (comme X est supposé de type fini et séparé sur
OK ), il existe une extension finie K ′ de K de degré une puissance de p et une altération projective b : X ′ → X
de degré une puissance de p telles queW avec la log-structure définie par sa fibre spéciale est un log-schéma
log-lisse sur OK ′ .

Ensuite, le théorème précédent fournit une extension L de K ′ et un morphisme projectif et surjectif
W → X ′ avec W semi-stable sur OL . En effet, soit f : W → X ′ ⊗logOK

OL le log-éclatement fourni par
le théorème, qui est en particulier projectif. De plus, f est surjectif puisqu’il est fermé et que son image
contient UX qui est dense dans X (car X est un log-schéma log-régulier localement noethérien ; voir [45,
Proposition 2.6]). Par ailleurs, étant la saturation d’un log-schéma fin, le morphisme de schémas sous-jacents
𝜑 : X ′ ⊗logOK

OL → X ′ est fini surjectif. La modification désirée est alors le composé f ◦ 𝜑 :W → X ′. □

3.3.10 - Proposition (Construction d’hyperrecouvrement d’un espace rigide venant d’un modèle algébrique).
Soit X alg un schéma de type fini séparé et plat sur OK . Il existe une suite {Kt }t ∈N d’extensions finies de K contenant
𝜁p et un objet simplicial X

alg
• de SchadmOK

augmenté sur X alg tel que
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(i) pour tout n ∈ N, chaque composante connexe du schéma X alg
[n ] est semi-stable sur OKt pour un certain t ∈ [0,n],

avec t dépendant de la composante connexe de X alg
[n ] ;

(ii) pour tout t ≥ −1, le morphisme

(3.3.10.1) X alg
[t+1] → (cosqtX

alg
•≤t )t+1

est projectif et surjectif.

Démonstration. Suivons le procédure inductive décrite dans [17, 6.2.5] pour la construction.

Définissons d’abord
X alg
[−1] B X alg.

Pour le prochain niveau : selon (3.3.9), il existe un morphisme projectif et surjectifW → X alg avecW
semi-stable sur OK0 pour une extension finie K0 de K . On peut supposer que 𝜁p ∈ K0. Posons alors

X alg
[0] BW.

avec la flècheW → X alg comme ci-dessus. On obtient ainsi un objet simplicial 0-tronqué 𝜎-scindé 16 de SchadmOK

augmenté
X alg
[0] → X alg

[−1] .

Supposons qu’on ait construit X alg
•≤n un objet simplicial n-tronqué 𝜎-scindé de SchadmOK

augmenté sur X alg

tel que pour tout t ∈ [0,n], chaque composante connexe de X alg
[t ] est semi-stable sur OKt ′ pour un certain

t ′ ∈ [0,t ], et que pour tout t ∈ [−1,n − 1], le morphisme (3.3.10.1) est projectif et surjectif. Notons

W B (cosqnX
alg
•≤n)n+1,

qui est encore séparé car le produit fibré et le produit, donc ainsi que les limites finies dans SchadmOK
, préservent

la séparation. Il existe alors par (3.3.9) un morphisme projectif et surjectif W ′ → W avec W ′ semi-stable
sur OKn+1 pour une extension finie Kn+1 de K0. On peut supposer que 𝜁p ∈ Kn+1. D’après [3, exposé V bis,
proposition 5.1.3], il existe X alg

•≤n+1 un objet simplicial (n + 1)-tronqué 𝜎-scindé de SchadmOK
étendant X alg

•≤n tel
que N X alg

[n+1] ≃ W
′16. En particulier, X alg

[n+1] est la réunion disjointe de W ′ et d’autres schémas dont chaque
composante connexe est semi-stable sur l’extension finie Kt de K contenant 𝜁p pour certain t ∈ [0,n]. Le
morphisme (3.3.10.1) pour t = n est alors projectif et surjectif.

Par récurrence, on obtient un objet simplicial X alg
• ∈ Simp(SchadmOK

) vérifiant la condition (i) et (ii) dans
l’énoncé. □

3.3.11 - Corollaire. Soit X alg un schéma de type fini séparé et plat sur OK et soit X alg
• vérifiant la conclusion

de la proposition (3.3.10). Notons X (resp. X•) la fibre générique rigide de X alg (resp. X alg
• ). Alors X• forme un

hyperrecouvrement de X pour la v-topologie.

En plus, pour tout n ∈ N, le morphisme X [n ] → X est projective.

Démonstration. En prenant la fibre générique rigide, on obtient un objet simplicial X• de RigK augmenté sur
X . C’est un hyperrecouvrement pour la v-topologie si et seulement si pour tout t ≥ −1, le morphisme

(3.3.11.1) X [t+1] → (cosqtX•≤t )[t+1]

est un recouvrement pour la v-topologie [35, Definition 3.5.4] 17. Ceci est vrai car il est propre et surjectif par
[31, Proposition 1.9.6, Lemma 3.7.3].

16. Nous renvoyons à [3, exposé V bis, définition 5.1.1] pour la notion d’être 𝜎-scindé et la notation N (cf. aussi [17, §6.2], où la
terminologie employé est « s -scindé » et N (−) ).

17. Si on préfère la définition de la v-topologie pour les diamants [49], on obtiendra la même v-descente au final, puisque l’on a

des homéomorphismes
��X [t ] �� ≃ ���X ⋄[t ] ��� et des équivalences de sites (X [t ] )ét ≃ (X ⋄[t ] )ét par [49, Lemma 15.6], et que le foncteur diamond

(−)⋄ : RigK → Diamant commute aux produits fibrés par définition.
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La dernière phrase de l’énoncé concernant le morphisme X [n ] → X s’ensuit des faits que la projectivité
est stable par produits fibrés et que toute section d’un morphisme projectif est encore projective ; voir la
démonstration de [15, Corollary 4.14]. □

Hyperdescente

3.3.12. (Hyperdescente) Soient S un site et C une ∞-catégorie présentatble. On dit qu’un préfaisceau F sur
S à valeurs dans C vérifie la descente (resp. l’hyperdescente), ou que F est un faisceau (resp. hyperfaisceau), si
pour tout hyperrecouvrement de Čech (resp. tout hyperrecouvrement) U• → U dans S , la flèche naturelle

F (U ) → lim
Δ

F (U•)

est une équivalence. Notons Shv(S ,C) (resp. Shvhyp(S ,C)) la ∞-catégorie des faisceaux (resp. sa sous-catégorie
pleine des hyperfaisceaux) sur S à valeurs dans C. Par exemple, pour C = Spc, tout faisceau tronqué est un
hyperfaisceau [40, Lemma 6.5.2.9] 18, ainsi pour tout faisceau d’ensembles (ou de groupes abéliens) F sur S , le
préfaiseau U ↦→ RΓ(U ,F |U ) est un hyperfaisceau.

En particulier, pour tout diamantY (par exemple pourY = X ⋄ avec X ∈ RigK [49, Lemma 15.6]) et pour
tout faisceau de groupes abéliens F sur Yét, le préfaisceau RΓ((−)v , 𝜈∗YF) vérifie la v-hyperdescente pour les
diamants, où l’on dénote par 𝜈Y le morphisme de sitesYv →Yét. En effet, soitY• un hyperrecouvrement deY
par des diamants dans Yv ; on a RΓ(Y•,ét, 𝜋∗•F) ≃ RΓ(Y•,v , 𝜈∗Y•𝜋

∗
•F) ≃ RΓ(Y•,v , 𝜋∗•𝜈∗YF) selon [49, Section 14].

En plus, on sait que RΓ((−)v , 𝜈∗YF) vérifie la v-hyperdescente d’après ce qui précède, car 𝜈∗YF est un faisceau
surYv .

3.3.13 - Proposition. Soit X un espace rigide sur K avec un hyperrecouvrement X• par des espaces rigides sur K .
Supposons qu’il existe une immersion ouverte X ⊂ X avec X un espace rigide propre sur K , et que X• provient par
restriction d’un hyperrecouvrement X • de X tel que pour tout n ∈ N, le morphisme 𝜋n : X [n ] → X soit propre. Alors
pour tout faisceau de groupes abéliens F sur Xét, la flèche naturelle

RΓét,c (X ,F) → R lim
Δ
RΓét,c (X•, 𝜋∗•F)

est une équivalence.

Démonstration. Les morphismes propres 𝜋n induisent des morphismes compatibles

RΓét,c (X ,F) → RΓét,c (X , 𝜋n∗𝜋
∗
nF) ≃ RΓét,c (X , 𝜋n!𝜋

∗
nF) ≃ RΓét,c (X [n ] , 𝜋∗nF),

fournissant ainsi la flèche naturelle dans l’énoncé. Par ailleurs, les composés

RΓét,c (X ,F) ≃ RΓét (X , j!F) → RΓét (X , 𝜋n∗𝜋
∗
n j!F) ≃ RΓét (X , 𝜋n∗ jn!𝜋

∗
nF) ≃ RΓét (X [n ] , jn!𝜋∗nF)

définissent les mêmes morphismes (à une homotopie près) 19.

Pour montrer l’équivalence, notons j : X → X l’immersion ouverte dans l’énoncé et par jn son change-

18. La notion d’hypercomplétude est définie juste avant le lemme cité, et il s’avère [40, Theorem 6.5.3.12] qu’il s’agit aussi de la
descente par rapport aux hyperrecouvrements.

19. En effet, il suffit de remarquer le diagramme commutatif suivant

RΓét,c (X ,F ) RΓét,c (X , 𝜋n∗𝜋∗nF ) RΓét,c (X , 𝜋n!𝜋
∗
nF ) RΓét,c (X [n ] , 𝜋∗nF )

RΓét (X , j!F ) RΓét (X , j!𝜋n∗𝜋∗nF ) RΓét (X , j!𝜋n!𝜋∗nF )

RΓét (X , 𝜋n∗𝜋
∗
n j!F ) RΓét (X , 𝜋n∗ jn!𝜋∗nF ) RΓét (X [n ] , jn!𝜋∗nF ) .

≃ ≃

≃

≃

≃

≃≃

≃

≃ ≃
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ment de base vers le niveau [n] ∈ Δ. On a

RΓét,c (X ,F) ≃ RΓét (X , j!F)
≃ R lim

[n ]∈Δ
RΓét (X [n ] , 𝜋∗n j!F)

≃ R lim
[n ]∈Δ

RΓét (X [n ] , jn!𝜋∗nF)
≃ R lim

[n ]∈Δ
RΓét,c (X [n ] , 𝜋∗nF)

où le deuxième isomorphisme vient de la v-hyperdescente (3.3.12) pour la cohomologie étale. □

Démontrons maintenant le théorème principal de cet article.

3.3.14 - Théorème. Soit U ⊂† X une inclusion ouverte stricte de courbes affinoïdes rigides sur K . Alors pour
tous n,m ∈ N, les applications induites H n

ét (X ,Z/pm) → H n
ét (U ,Z/pm) et H n

ét,c (U ,Z/pm) → H n
ét,c (X ,Z/pm) sont

d’image finie.

Démonstration. Fixons un n ∈ N. On se réduit au cas m = 1 comme dans l’étape (i) de la preuve du théorème
(3.2.5). Supposons désormais que m = 1.

Posons
r B (n + 1)(dimX + 2) = 3(n + 1).

Par l’hypothèse de l’inclusion stricte, on peut prolonger U ⊂ X en une chaîne d’ouverts admissibles quasi-
compacts

(3.3.14.1) U ⊂ X (𝛿1) ⊂† X (𝛿2) ⊂† · · · ⊂† X (𝛿r ) ⊂† X (𝛿r+1) = X

avec 0 < 𝛿1 < · · · < 𝛿r+1 = 1.

Supposons d’abord que X est lisse sur K . Par (3.3.1), il existe un schéma algébrique X alg de type fini
(séparé) et plat sur OK et une compactification projective X alg de X alg sur OK tels que la chaîne d’inclusions
(3.3.14.1) est induite par une chaîne

𝔘 ⊂ 𝔘1 ⊂ 𝔘2 ⊂ · · · ⊂ 𝔘r ⊂ 𝔘r+1 = 𝔛 B (X alg)∧p ⊂ 𝔛 B
(
X alg

)∧
p

d’ouverts quasi-compacts du schéma formel admissible projectif 𝔛 sur OK . Soit X alg• un objet simplicial dans
SchadmOK

augmenté sur X alg donné par la proposition (3.3.10). Ensuite, posons

𝔛• B
(
X alg•

)∧
p
.

L’objet simplicial
X • B (𝔛•)𝜂

est un hyperrecouvrement de X dans RigK pour la v-topologie (3.3.11). Par changement de base, on obtient des
morphismes simpliciaux

𝔘• ⊂ (𝔘1)• ⊂ (𝔘2)• ⊂ · · · ⊂ (𝔘r )• ⊂ (𝔘r+1)• = 𝔛• ⊂ 𝔛•

induisant aux fibres génériques (les inclusions strictes étant préservées par le changement de base propre [31,
Lemma 1.10.17, iii), iv)])

U• ⊂ (U1)• ⊂† (U2)• ⊂† · · · ⊂† (Ur )• ⊂† (Ur+1)• = X• ⊂ X •

qui sont respectivement des hyperrecouvrements de (3.3.14.1). D’après la v-hyperdescente (3.3.12) resp. (3.3.13),
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on a le diagramme commutatif suivant

· · · RΓét (Ut+1,Fp ) RΓét (Ut ,Fp ) · · ·

· · · R limΔRΓét ((Ut+1)•,Fp ) R limΔRΓét ((Ut )•,Fp ) · · · ,
≃ ≃

resp. le diagramme commutatif

· · · RΓét,c (Ut ,Fp ) RΓét,c (Ut+1,Fp ) · · ·

· · · R limΔRΓét,c ((Ut )•,Fp ) R limΔRΓét,c ((Ut+1)•,Fp ) · · · ,
≃ ≃

où la seconde ligne est la limite simpliciale des morphismes

· · · → RΓét ((Ut+1)•,Fp ) → RΓét ((Ut )•,Fp ) → · · · ,

resp. des morphismes
· · · → RΓét,c ((Ut )•,Fp ) → RΓét,c ((Ut+1)•,Fp ) → · · · .

Enfin, posons l B dimX +2 = 3. D’après la proposition (3.1.8), à chaque niveau [n] ∈ Δ, pour tout m ∈ N
et tout t ∈ [1,r + 1 − l ], l’application

H m
ét ((Ut+1)[n ] ,Fp ) → H m

ét ((Ut )[n ] ,Fp ) resp. H m
ét,c ((Ut )[n ] ,Fp ) → H m

ét,c ((Ut+1)[n ] ,Fp )

est d’image finie. Il résulte alors du lemme (1.1.10) que pour tout n ∈ N et tout t ∈ [1,r +1−(n+1)l ], l’application

H n
ét (X (𝛿t+(n+1)l ),Fp ) → H n

ét (X (𝛿t ),Fp ) resp. H n
ét,c (X (𝛿t ),Fp ) → H n

ét,c (X (𝛿t+(n+1)l ),Fp )

est d’image finie.

Pour finir, il reste à traiter le cas général où X n’est plus nécessairement lisse. Il se réduit de manière
similaire (par hyperdescente) au cas de X lisse, grâce au résultat de désingularisation fonctorielle de Temkin
pour les espaces analytiques rigides quasi-compacts [53, Theorem 5.2.2]. □

3.3.15 - Corollaire. Si la proposition (3.1.6) vaut en dimension d , alors il en est de même pour le théorème (3.3.14).

Démonstration. Ceci découle de la preuve du thèorème, où l’on s’est réduit au cas semi-stable afin de pouvoir
appliquer, à la tout dernière étape, la proposition (3.1.8), laquelle est à son tour impliquée par la proposition
(3.1.6) d’après (3.1.9). □

A Cas de Stein à réduction semi-stable

Sans avoir pu établir la conjecture (0.6) dans toute sa généralité, on ne peut pas en déduire la profinitude

pour un espace Stein lisse arbitraire de dimension > 1 sur K . Cependant, si l’on dispose d’un modèle formel

semi-stable Stein global au sens suivant, on aura également la profinitude.

A.1 - Définition ([13, 3.1.1]). On dit qu’un espace rigide X sur K est Stein à réduction semi-stable 𝔛 si 𝔛 est
un modèle formel (strictement) semi-stable de X sur OK dont la fibre spéciale Y B 𝔛s admet une famille de
sous-schémas fermés {Yi }i ∈N et une famille de sous-schémas ouverts {Vi }i ∈N tels que

(i) Yi est une réunion finie de composantes irréductibles deY pour tout i ∈ N,
(ii) Yi ⊂ Vi ⊂ Yi+1 etY =

⋃
iYi =

⋃
i Vi ,

(iii) la famille de tubes {]Vi [𝔛}i ∈N est un recouvrement Stein de X , c’est-à-dire (2.1.2, ii), on a des inclusions
strictes ]Vi [𝔛⊂†]Vi+1 [𝔛 et que X =

⋃
i ]Vi [𝔛 .
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Soit i ∈ N. Comme Vi est un ouvert de Yi , la tube ]Vi [𝔛 est la fibre générique (rigide) du sous-schéma
formel ouvert ]Vi [𝔛 de 𝔛 de support Vi .

A.2 - Proposition. Soit X un espace rigide de dimension d sur K qui est Stein à réduction semi-stable 𝔛. Supposons
que 𝜁p ∈ K . Alors le groupe abélien condensé H n

ét (X ,Fp ) est profini pour tout n ∈ N.

L’énoncé s’inspire de la preuve de [14, théorème 2.1] et ne se limite pas à la dimension 1, bien que la

conclusion soit plus faible que loc. cit.. En effet, ce dernier traite le cas où X est un espaces symétrique p-

adique figurant dans la tour de Drinfeld en dimension 1, de sorte que le groupe profini H n
ét (X ,Fp ) est en outre

muni d’une action continue du groupe GL2 (Qp ). Le résultat loc. cit. porte davantage sur une certaine propriété
de finitude liée à cette action.

Démonstration. La clef se trouve au fait que l’on dispose d’une chaîne infinie d’inclusions strictes à réduction
semi-stable sur une extension finie fixée K de Qp , qui est en particulier de longueur ≥ 2e ′ (d + 3), ce qui nous
suffira.

Comme 𝜁p ∈ K , on a Fp ≃ 𝜇
⊗q
p sur Xét pour tout q ∈ N. Conservons les notations Vn et Yn comme dans

la définition précédente pour X Stein à réduction semi-stable. Notons Ui B]Vi [𝔛 .
Selon la définition (A.1) et le corollaire (3.1.3), les adhérences schématiques Ui dansY sont propres sur k .

Ainsi, d’après (3.1.4.3), les applications

(A.2.1) H n
ét (Ui+1,F |Ui+1 ) → H n

ét (Ui ,F |Ui )

sont d’image finie pour tous n,i ∈ N et pour tout faisceau étale F surY qui est soit cohérent soit constructible ;
en effet, ces morphismes se factorise par H n

ét (Ui ,F ′i |Ui ), où F ′i = im(F |Ui+1 → ji∗ j ∗i F |Ui+1 ) avec ji : Ui → Ui+1
l’immersion ouverte canonique. Si F est un faisceau cohérent, alors les F ′i sont cohérents à support dans Ui
par (3.1.4.3). Si F est constructible, alors F ′i est constructible en étant un quotient de F , et est à support dans
Ui . La finitude souhaitée découle alors de la finitude cohomologique étale pour un morphisme propre dans
chacun des deux cas (voir la note de bas de page, p. 24).

En particulier, lorsque F est un des gradués grmi = grmi (Rq𝜆∗Fp ) de la filtration de Bloch-Kato-Hyodo sur
les cycles proches rigides (1.2.3), où 0 ≤ m < e ′, i ∈ {0, 1} et q ∈ N, on obtient que les applications (A.2.1) sont
d’image finie. La longueur de la filtration sur Rq𝜆∗Fp étant 2e ′, on peut appliquer 2e ′ − 1 fois le lemme (1.1.4)
pour déduire que les applications

H n
ét (Vi+2e ′ ,Rq𝜆∗Fp ) → H n

ét (Vi ,Rq𝜆∗Fp ), n,i ,q ∈ N

sont d’image finie. Alors, en utilisant les suites spectrales

Er ,s2 = H r
ét (Vi ,Rs𝜆∗Fp ) =⇒ H r+s

ét (Ui ,Fp ),

concentrées aux degrés s ∈ [0,d + 2] (3.2.6) et compatibles pour i ∈ N, et en appliquant d + 2 fois le lemme
(1.1.4), on conclut que les applications

H n
ét (Ui+2e ′ (d+3) ,Fp ) → H n

ét (Ui ,Fp ), n,i ∈ N

sont d’image finie. La profinitude en résulte par (2.1.6.2).

□
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