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Résumé

Nous démontrons que 'application de groupes de cohomologie étale a coefficients dans Fj entre deux
courbes affinoides rigides sur une extension finie K de Qy, I'une strictement incluse dans I'autre, est d’image
finie. Comme corollaire, nous obtenons la profinitude des groupes de cohomologie étale pour les faisceaux
Zariski-constructibles sur les courbes rigides partiellement propres sur K. Nous obtenons aussi des résultats

paralléles pour la cohomologie étale & support compact.
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0 Introduction

0.1. Notation et convention. Fixons un nombre premier p. Soit K une extension finie de Q, d’anneau des

entiers Ok et de corps résiduel £ = F, (sauf mention expresse du contraire). Notons ng I'idéal maximal de

Ok. Fixons C le complété d’une cloture algébrique de K.

Nous considérons la cohomologie étale des espaces rigides (analytique) sur X ou sur C au sens de Huber

[31]. Un espace rigide de dimension 1 sur K sera appelé une courbe sur K.

0.2. Nous nous intéressons a diverses propriétés de finitude des groupes de cohomologie en géométrie algeé-

brique et géométrie analytique. Limitons-nous aux cohomologies singuliére et étale.
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En géométrie analytique complexe, tout espace analytique complexe compact étant homotopiquement
équivalent & un complexe CW fini [59, 38], ses groupes de cohomologie singuliére a coefficients dans Z (qui
coincident avec les groupes de cohomologie du faisceau constant Z pour la topologie usuelle) sont des groupes
abéliens de type fini. Dans le cas d’une variété complexe lisse et compacte, la finitude peut aussi se voir par la
suite spectrale de Leray appliquée a un recouvrement ouvert fini de la variété tel que toutes les intersections
des ouverts sont contractiles [18, Lemma 6.9].

En géométrie algébrique, il se trouve que le bon analogue de la cohomologie singuliére a considérer est
la cohomologie étale, définie comme la cohomologie de faisceaux pour la topologie étale proposée par Gro-
thendieck, et qu’il faudrait I'étudier avec les coefficients dans un groupe de torsion A, parmi lesquels les plus
simples sont les faisceaux constants Z/n, avec n € Z. Il est démontré que les groupes de cohomologie étale
H/(X,Z/n) sont finis pour les variétés algébriques propres X sur un corps algébriquement clos de caracté-
ristique 0, mais sa preuve est beaucoup moins élémentaire qu’en topologie a cause du fait que les variétés
algébriques ne sont plus nécessairement localement contractile. Cette finitude se généralise aux morphismes
de type fini de schémas excellents sur Q et aux coefficients constructibles [3, exposé XIX].

En géométrie analytique sur un corps non archimédien de caractéristique résiduelle p, Huber [31, Pro-
position 6.11] a prouvé cette finitude pour les variétés analytiques quasi-compactes et quasi-séparées et les
faisceaux constructibles, a condition que la multiplication par p soit inversible sur le faisceau.

La situation pour les faisceaux constants p-primaires est délicate. Pour simplicité, regardons d’abord les
variétés analytiques sur C. L’analogue naif de la finitude méme pour les coefficients Z/p est faux pour les
variétés analytiques générales sur C qui sont non propres, comme nous pouvons le voir par le calcul pour la
boule unité fermée BIC. En effet, fixons une racine p-iéme primitive /, de I'unité, de sorte que nous pouvons
identifier (non canoniquement) les faisceaux étales F, =~ 11, sur X. A I'aide de la suite exacte de Kummer sur
Xe iy

0—>/1p—>0;<((—)> 0;<(—>0,

on déduit un isomorphisme (non canonique)
H (Bg, Fy) = C(T)* [C(TY?,

qui est un groupe infini. Cependant, la finitude pour les variétés analytiques propres sur C était attendue,
mais cette question est restée ouverte longtemps avant que Scholze ne I'affirme en démontrant le théoréme de
comparaison primitif [48, Theorem 5.1], qui relie la cohomologie étale d'un F;-systéme local 4 la cohomologie
du faisceau cohérent pro-étale associé. Ce dernier point de vue permet de développer un formalisme des
six-foncteurs en géomeétrie analytique p-adique [39, 2]. En plus, un analogue des faisceaux constructibles dans
le cas p-primaire, proposé par Bhatt et Hansen, est les faisceaux Zariski-constructibles, dont des propriétés de
permanence ont été étudiées dans [5, 37].

0.3. Nous nous intéressons dés maintenant 4 la finitude des groupes de cohomologie étale I (X,A) a coeffi-
cients dans un groupe de torsion A = Z/n pour les espaces rigides X quasi-compacts et quasi-séparés sur une
extension finie K de Q.

Si n est premier a p, la finitude est due a Huber [31, Proposition 6.11]. Mais ’analogue p-primaire est faux
en général. En effet, en supposons que K contient une racine p-iéme primitive de 'unité, et a ’aide de la suite
exacte de Kummer, on déduit qu’il existe un morphisme injectif

K(T)* |K(T)*? — H}(By.F,).

Contenant un sous-groupe isomorphisme a K(7')* /K(T')*?, qui est infini, le groupe H (B ,F,) est également
infini. Néanmoins, si X est propre sur K, la finitude est vraie et découle de la finitude sur C de Scholze et de
la suite spectrale de Hochschild-Serre par la finitude de la cohomologie galoisienne d’un module fini (le corps
K étant une extension finie de Q) [51, chapitre II, §5.2].

0.4. Dans les travaux Colmez, Dospinescu et Niziol [14, théoréme 2.1] sur la géométrisation de la correspon-
dance de Langlands locale p-adique pour GLy(Q,), un ingrédient technique important est la profinitude de la
cohomologie étale mod p de tous les niveaux finis de la tour de Drinfeld, qui sont des espaces rigides Stein sur
(une extension finie de) Q,. Sa démonstration repose fortement sur I'existence d’'un bon modéle semi-stable



global, et pourra se généraliser a tous les espaces Stein d réduction semi-stables (voir la proposition (A.2) pour
les détails).

0.5. Une interpolation entre ces deux résultats précédents, la finitude d’'un co6té pour les espaces rigides
propres et la profinitude de 'autre c6té pour les espaces rigides Stein, suggére qu’il y aurait une profinitude
des systémes de groupes de cohomologie étale pour une suite strictement croissante d’ouverts quasi-compacts
(ou simplement d’ouverts affinoides).

Nous aurions voulu envisager une finitude de A} (X, Fy), avec j: X — X la compactification universelle
d’un espace rigide affinoide X sur K a la Huber [31, Theorem 5.1.5]. Pourtant, ceci est faux, puisque le faisceau
étale R™ j, j*F s’annule pour m > 0 pour tout faisceau étale surconvergent F sur X selon [31, Proposition 8.1.2,
if)]; en particulier, pour le faisceau constant F,, on a [} (X, F,) S HJ(X,Fp), qui est un groupe énorme.

Ainsi, la finitude de I'image que nous allons montrer ne semble pas étre incarnée dans la finitude de
certain objet géométrique ne dépendant que de I'affinoide intérieur; plus 'affinoide extérieur s’en approche,
plus grande est 'image de I'application de groupes de cohomologie. Ceci conduit 4 la conjecture suivante :

0.6 - Conjecture. Soit U ' X une inclusion ouverte stricte d’affinoides rigides sur K. Alors pour tous n,m € N,
les applications induites Hi (X, Z/p™) — HL(U,Z/p™) et H (U,Z/p™) — Hg (X, Z/p™) sont d’image finie.

ét,c

0.7. Signalons d’abord quelques conséquences de la conjecture (cf. Section 2). D’une part, la conjecture en
dimension d impliquerait la profinitude du groupe de cohomologie étale d’un espace rigide partiellement
propre de dimension d sur K, qui serait la limite projective des groupes de cohomologie étale d’une suite
d’ouverts quasi-compacts strictement croissante dont la réunion est I'espace total. D’autre part, si la conjecture
était vraie en toute dimension < d, alors un dévissage due & Hansen [30] permettrait d’en déduire la conjecture
pour tous les coefficients Zariski-constructibles.

0.8. Nous allons démontrer cette finitude seulement en dimension T, autrement dit, pour les courbes, cf. le théoréme
(3.3.14), tout en ignorant le cas de dimension supérieure. Nous obtiendrons ainsi, sans faire intervenir des
modéles semi-stables global, une autre preuve d’une version affaiblie de [14, théoréme 2.1], qui suffirait pour son
application arithmérique.

Concernant la preuve de la conjecture pour les courbes, nous en donnerons deux, 'une dans le cas lisse
(cf. section 3.2) et 'autre dans le cas général (cf. section 3.3). Elles suivront la méme ligne : étudier le cas de
réduction semi-stable (cf. section 3.1), et y ramener dans le cas général.

La premiére étape se restreint fortement aux courbes, alors que la deuxiéme, malgré le théoréme de
réduction semi-stable pour les courbes, peut se réaliser en dimension quelconque par hyperdescente grace aux
résultats de résolution des singularités en caractéristique mixte dus a Saito et a Temkin.

0.9. Remerciement. Cet article fait partie de la thése de 'auteur, qui voudrait remercier sincérement sa
directrice Wiestawa Niziol pour tout son soutien et encouragement ainsi que les discussions sur ce projet, et
pour ses corrections et commentaires sur des versions préliminaires de ce manuscrit. Il remercie aussi Kestutis
Cesnavitius et Alberto Vezzani dont la lecture soigneuse et les remarques ont contribué a amélioration de
ce travail. Dauteur voudrait remercier la Fondation de I'Ecole polytechnique, la Simons Collaboration on
Perfection in Algebra, Geometry, and Topology et la Fondation Mathématique Jacques Hadamard pour leur
soutien pendant ce projet.

1 Préliminaires

Dans cette section, nous rassemblons des résultats préliminaires qui seront systématiquement utilisés
dans les preuves. D’abord seront présentées des généralités de base concernant les applications d’image finie,
notamment leur comportement par rapport a la suite spectrale. Ensuite, en suivant [14, 2.1], nous rappellerons la
filtration de Bloch-Kato-Hyodo sur les faisceaux de cycles proches pour les schémas formels et 'identification

des gradués.



11 Applications d’image finie

1.1.1. Soit {4;};en un systéme projectif de groupes abéliens. On dit qu’il est profini si pour tout i € N,
application A;;; — A; est d’image finie. On dit qu’il est essentiellement profini ’il existe un systéme {4;};en
profini entrelacant {4;};eN quitte & extraire une sous-ensemble d’indices de N, ou ce qui revient au méme, s’il
existe un autre systéme {A4’};en entrelacant {4;};en (quitte & extraire un sous-systéme de ce dernier) avec 4]
des groupes abéliens finis. Tout systéme profini est essentiellement profini.

112 - Lemme. Si{4;};cN est un systéme projectif de groupes abéliens essentiellement profini, alors R'lim; A; = 0.

Démonstration. Le systéme {4;};en vérifie la condition de Mittag-Leffler. |

11.3 - Lemme. Soit (f;)ien: {4i}ien = {Bi}ien un morphisme de systémes projectifs de groupes abéliens. Si les
morphismes Aj.1 — A; et By — B; sont tous d’image finie, alors il en est de méme pour le systéme des noyaux
{ker f;}ien et celui des conoyaux {coker f;};en.

Démonstration. Cest évident, car on a des injections im(ker f;;; — ker f;) < im(4;11 — 4;) et des surjections
im(B;41 — B;) —» im(coker fi11 — coker f;). O

114 - Lemme. Soit

un diagramme commutatif de groupes abéliens tel que la suite horizontale du milieu est exacte et les deux fléches
verticales de coté sont d’image finie. Alors la composée des fléches verticale au du milieu est aussi d’image finie.

Démonstration. On vérifie que im(r;; 07z ;) C im(f; on}i) +ﬂji(im(ﬂ;c,j))’ ou l'on a noté im(ﬂ;c’j) pour un choix
d’ensemble fini d’antécédents de im(ﬂ'}c’j) dans 4;. O

1.1.5 - Lemme. Soit
E (1) = EX (1), teN
un systéme projectif de suites spectrales convergentes de groupes abéliens. Supposons que pour tout ¢ € N et tous i, j, le
morphisme EY (t+1) - EY (2) soit d’image finie.
Soit n € N. 8%l existe un intervalle [my,mg]| d’extrémités entiéres tel que la filtration spectrale sur E¥ (s) pour
tout s € N est concentrée en degrés dedans, alors pour tout t € N, le morphisme

EL(¢+ (mg—m+1)) = EL(2)
est d’image finie.

Démonstration. Par hypothése et d’aprés le lemme (1.1.3), pour tout i € Z et tout ¢ € N, le morphisme E2" ™" (¢ +
1) — EZ'7'(t) est d’image finie. Or, pour tout ¢ € N, le groupe E”(t) est une extension successive des
Ei;,"_i(t), i € [my,mg]. Alors, en appliquant my — m; fois le lemme (1.1.4), on peut conclure.
Expliquons P'entier my — my ici. En effet, dénotant par Fil’(¢) la filtration spectrale sur 'abouttisement
EZ (), montrons par récurrence sur 'entier ¢ € [my +1,my +1] que
(ki) Pour tout t € N, Uapplication E" (¢t + i — my) — E"(t)/Fil'(t) est d’image finie.

Notons que l'on aura Fil™*!(¢) = 0, ce qui permettra de conclure le lemme. D’abord, si i = m; + 1, I'image en
question est égale a celle de EL"" ™ (¢ +1) — Ex™ ™ (¢), donc est finie. Supposons maintenant que (%;) soit



vraie pour certain i € [m; +1,my]. Considérons le diagramme commutatif suivant

EY(t+i+1—m) i—d>Eg'o(t+z'+1—ml)

l l

EL7 (e +1) — EL(¢+1)/Fil'M (¢ +1) —— E% (¢ +1)/Fil' (£ +1)

l |

EZ7N(t) ——— E™(¢)/Fil™M (1)

dont la suite horizontale du milieu est exacte. La fléche verticale en bas a gauche est d’image finie, et celle en
haut a droite ’est aussi par (x;). On en déduit (*;4) en appliquant une fois le lemme (1.1.4). O

11.6 - Corollaire. Soit B -
EY () > EX (1), teN

un systéme projectif de suiles spectrales convergentes de groupes abéliens qui sont concenirées au premier quadrant.
Supposons que pour tout t € N et tous i, j, le morphisme E,” (t +1) — E,” (t) soit d’image finie.
Soit n € N. Alors pour tout t € N, le morphisme

EX(t+n+1) > EX(¢)

est d’image finie.
1.1.7 - Remarque. Présentons une preuve alternative du lemme mais plus générale. On pourra considérer pour
tout ¢ € N la filtration décroissante Fil;,;, sur EZ (¢) définie par
) E (1) sii < m
Filf ;o Foo () = ~ ;
s B () { Yo EL() NFV (¢ — j+my) sii€ [m+1mg]
ot E™ (¢) NFil/ (¢ — k) dénote 'image réciproque de Fil/ (¢ — j) par E™(¢) — E™(¢—k) pour k£ > 0. La filtration
Fil] . est stable a partir de i > my +1, et on a

Fill . EL () = ker(EL (1) — EL(t — (mg — my +1))), Vi > mg+1.
Etudions les gradués. On a gri . # 0 seulement si i € [mj,my]. Pour tels 7, le gradué grl . recoit une
surjection comme suit
im(EXN(t) —» EX 7Nt — i+ my))
E™(8) NFil' (¢ — i + my) . E™(¢) NFil' (¢ — i + my)
E™(¢) NFil™ (¢ — i +my) T (EL() N (= i+ mp) 0 (35000 EL(0) NFV (2= j +my))
Fil} ;B2 (1)
Fili EL ()

d’ou la finitude de gr! . EZ (). On en tire la finitude de
Filg, . B2 (¢) [Filise EL (¢) = EZ (1) [ ker(EL (¢) — EL(¢ — (my — my +1)))
S im(E" (1) — E" (& — (my — my +1))).

twist
1.1.8 - Corollaire. Soient A une catégorie abélienne et Ay une sous-catégorie épaisse. Soit
EYV(t) = EX (1), teN

un systéme projectif de suites spectrales dans A convergentes. Supposons que pour tout t € N et tous i, j, le morphisme
E’(t+1) — E,”’(t) soit d’image dans Ay.



Soit n € N. 8%l existe un intervalle [my, mo] d’extrémités entiéres tel que la filtration spectrale sur E7 (s) pour
tout s € N est concentrée en degrés dedans, alors pour tout t € N, le morphisme

E” (t+ (mg — my+1)) > EZ(¢)
est d’image dans Ay.

Démonstration. 11 suffit d’établir que les morphismes E:;;j(t +1) — E;C](t) sont d’image dans Ay, car on
pourra alors appliquer I'analyse dans la remarque précédente pour conclure, en tenant compte du fait que
Ay est stable par extensions et quotients. Pour cela, il suffit de montrer que les morphismes E.7 (¢ +1) —
E;fl(t) sont d’image dans Ay et de raisonner par récurrence. Comme dans la preuve de (1.1.3), on trouve que
kerd;” (¢t +1) — kerd,”(t) est d’image un sous-objet de im(E./ (¢ +1) — E./(t)), donc dans Ay, et que
. i—r,j+r—1 s i—rj+r—1 5. . . i—r,j+r—1 i—7,j+r—1

imd, (t+1) - imd, (¢) est d’image un quotient de im(E,, (t+1) — E (¢)), donc

] ] ’ R S
dans Ay. Finalement, on conclut en prenant leurs quotients Eifl() =kerd,” (-)/imd, "V (). O

1.1.9 - Proposition ([41, Remark 1.2.2.4, Proposition 1.2.4.5]). Soit C une co-catégorie stable munie d’une t -structure
de caur A (le nerf d’une catégorie abélienne). Soit A° un objet cosimplicial dans C=°. On a une suite spectrale

convergente N N
Ell.] = Ellyj (A.) = 7TH./(11£1'1A.)

avec la premiére page (E™ . dy) identifiée au complexe normalisé associé par la correspondance de Dold-Kan a l'objet
simplicial w;(A°) de A.

Démonstration. Cest loc. cit. appliquée a la catégorie opposée C°P. O

1110 - Lemme. Soit A} — --- — A, une chaine d'objets cosimpliciaux dans 2>°(Z). Supposons que pour
tout t € [Lr] et tous i,j € N, le morphisme ﬂj(AE_]l) — nj(Ay]) est d’image finie. Alors pour tous n € N et
t€[Lr+1—(n+1)], le morphisme

Ty (lizn 45, = T (lign A7)

est d’image finie.

Démonstration. Pour tout ¢ € [L,r +1], la suite spectrale (1.1.9) est concentrée au premier quadrant. Vu la
compatibilité entre les suites spectrales pour les différents ¢ € [1,7 +1] et par lemme (1.1.6), il reste & montrer
que pour tout ¢ € [1,7] et tous i, j € N, le morphisme Ell’/ (43,) — Ell’/ (A7) est d’image finie.

Pour ceci, rappelons que le complexe (El. 7. dy) identifié au complexe normalisé associé a l'objet simplicial

7 (A°%) de QZO(F[,) est plus précisément décrit par

i-1 i-1
Ell] = coker Zéi: @ﬂj(Ai_l) — n'j(Ai) .

k=0 k=0
Pour ¢ € [L,r] et i, j € N, le morphisme r; (A§+1) — 7 (A%) est d’image finie, donc le morphisme Ell] (43,) —
Ell’] (47) Pest aussi par lemme (1.1.3). O
1.2 Cycles proches formels-rigides

1.2.1. Un schéma sur Ok est dit strictement semi-stable (resp. semi-stable) s’il est, localement pour la topologie
de Zariski (resp. pour la topologie étale), étale sur un schéma formel semi-stable standard

Spec(Ok [Xo,....X,]/ (X0 Xy —@), 0<7r<m,

ol @ est une uniformisante de K. On peut également définir semi-stabilité (resp. stricte semi-stabilité) pour les
schémas formels en considérant le spectre formel Spf au lieu du spectre Spec.

1.2.2. Algébrisation et cycles proches. Rappelons que si X est un schéma formel localement de type fini sur
Ok, on dispose d’une application continue dite réduction ou de spécialisation 1x: X, — X.



Si X = %A est le schéma formel complété p-adique d’un schéma algébrique 2™ localement de type fini
sur Ok le long de sa fibre spéciale, alors on dispose d’un morphisme de sites s : (¥X;)ss — (Z,)e faisant
partie du diagramme suivant (qui ne commute pas nécessairement)

(X5)et — (et

b

Kot = (Xy)at —L s 2

Pour tout anneau de coeffcients commutatif E, on dispose d’une transformation naturelle 1¥i* — s*j* (avec
it 2 = Zetj: Xy, —» Z)quiinduit une transformation naturelle de foncteurs de D7, (2, E) a D (X,,E)

i*Rj. — RA.s"

qui est un isomorphisme lorsque E est de torsion [31, Theorem 3.5.13]; en particulier, on obtient une compa-
raison entre les cycles proches formels-rigides RA.(s*F) et les cycles proches usuels i*R j. F.

On a Rl (X;,RA.(s*F)) = RTs(X,,s*F) pour F € Z} (Z,,E).

1.2.3. Filtration de Bloch-Kato-Hyodo. Soit r > 1 un entier. Définissons d’abord les symboles cohomolo-
giques pour étudier les cycles proches i*RY j, ,uf,q.

Soit X un schéma formel semi-stable sur Og. Munissons X de la log-structure dite canonigque induite par
la fibre spéciale [4, Theorem 2.3.1], et notons My le faisceaux en monoides associé sur X. On a Mip(u) =
Ox, (U;)" pour tout U € X4 La théorie de Kummer fournit une fléche

8P 5 1
My~ /l*(’)xq = R Ay
puis par le cup-produit le symbole cohomologique
8P\® ®q
(M; )®7 — Rq/l*/,tp,

pour tout ¢ > 0.

Supposons que X = 3{1}/\ soit le schéma formel complété p-adique d’un schéma algébrique 2~ semi-stable
sur Og. En procédant comme précédemment avec un 2~ a la place de X, on obtient le symbole cohomologique

e e . ®q
(M) R

pour tout ¢ > 0; voir [67, (3.2.3)].

Introduisons maintenant la filtration de Bloch-Kato-Hyodo. Soit @ une uniformisante de K et posons
. P
-— F’
Dans le cas d’'un schéma 2" semi-stable sur Ok, la filtration de ramification 1+ @™ O 4 C j*(’)*gr induit
2,

e ou ¢ est 'indice de ramification absolu de K.

une filtration sur M?; et puis par application de symboles une filtration décroissante
z‘*qu*,uf,q SUY dVydUY DVy D

sur les cycles proches Z*qu*yf,q [57, au-dessus de Theorem 3.3.1].

On procéde de méme sur X en utilisant l'inclusion 1+ @"Ox C 4.0; donné par 1+ @"Ox(N) —
1
1,03 (W) = OF (Uy) sur les U € X Ainsi, on obtient une filtration par symboles
n n

qu*ﬂ?,qDUgDVgDUiDViDH-

dans la catégorie des faisceaux sur Xe.



Pour X = %}A, on a le diagramme commutatif suivant

i"(l+@"0g) — (I"M$)® —— "R ju,!

| | |

1+ @" Oy —— (MF)®1 ——— Ru*yj’?
des faisceaux sur Xy =~ (Z)e, ou la fléche verticale du milieu est induite par
Moy (%) — (i.Mx)(%) = Mx (W)

sur les Z € Zu, le schéma formel U étant le relévement de %;, ou encore le complété formel de 7. Donc la
comparaison entre les cycles proches usuels et rigides est compatible avec les filtrations définies ci-dessus.

1.2.4. Les gradués de la filtration de Bloch-Kato-Hyodo admettent une description en termes de faisceaux de
différentielles sur la fibre spéciales [8, 32]. Nous ne présentons ce résultat que dans le cas r = 1 ou tous les
gradués sont explicites. Nous renvoyons le lecteur a [32, Theorem (1.6)] pour I'’énoncé général.

Soit 2" un schéma semi-stable sur Og. On munit sa fibre spéciale Y = 2 de la log-structure My induite
de la log-structure canonigue' sur 2. Soit wIY Ik le faisceau des différentielles logarithmiques sur Y relativement
a la log-structure sur £ induite par N — &, 1 — 0. Le faisceau w), s est un Oy-module localement libre de

rang dim Y’ ; en effet, si 2~ est de la forme standard Spec(Ok[Xo,. .., X,]/(Xo - -+ X, — @)), alors &}

Yk est un

Oy -module libre engendré par dlog X;, i =1,...,r et dX;, i =r +1,...,n. Posons alors

9 _ Ag,)l g . N q 79 ._ K g+l
Wy = A Wy s BY”C = im(d: Wy = wY/k), ZY/]C = ker(d: Wy = wY/k), g €N.
Notons wg,/k’ log le sous-faisceau abélien de wg/k localement engendré par /\?=1 dlog m; pour m; € My.

Théoréme (Bloch-Kato-Hyodo, [32, Corollary (1.7)], [57, Theorem 3.3.1]). Soit 2" un schéma semi-stable sur Ok .
Les gradués de la filtration de Bloch-Kato-Hyodo sur i*qu*,u?q sont décrits comme suit (avec Y = Z5):

(i) Ona i*qu*u?q =U".
(ii) On a des isomorphismes

0._ 770 /170 o ¢ 0 ._ 70771 o 071
gry =U V7 ~ Wy k1o 80 VU ~ Wy /k log
induits respectivement par
P -1 P
{a,...,a5} = /\f:1 dloga;, {a,...,a; 1, @} /\?:1 dlog a;.
(iii) Si0 <m < ¢’ et p + m, on a des isomorphismes
mo._ m m . g-1 g-1 m o._ m m+l 9—2 9—2
gry =U"|V _wY/k/BY/k’ gr =V"/U _wY/k/ZY/k
induits respectivement par
— gl — — g2 —
{I+@"x,a,...,a0 1} < %- /\?:1 dloga;, {l+@"x,a,...,a; 9,0} —%- /\?:1 dloga; 2,
(iv) Si0 <m < e etp|m, on a des isomorphismes
m o._ m m . 9-1 g-1 m o._ yrm m+l _  g—2 q-2
grg =U"|V _wY/k/ZY/k’ gr' =V"/U _(‘)Y/k/ZY/k

induits respectivement par

| — — g2 _
{l+@"x,a1,...,a01} <% - /\?:1 dloga;, {l+@"x,a,...,a4 9, W} —X%- /\?=1 dlog a;.

1. C’est la log-structure induite par la fibre spéciale [33, Examples (3.7, 2), Examples (1.5, 1)].
2. Ces applications dans le sens inverse, ainsi que celles dans le (iv), sont définies dans [32, aprés Lemma (2.2)], avec I'usage de [8,
Lemma (4.1), Lemma (4.2)].



() Sim>¢e,onalU™=0.

1.2.5 - Corollaire ([14, théoréme 2.4]). Soit X un schéma formel semi-stable sur Og. Les gradués de la filtration de
Bloch-Kato-Hyodo de Rq/l*,u?q admettent une identification de la méme forme que celle donnée par (1.2.4, i-v).

Démonstration. La question étant locale pour la topologie étale sur X, on peut supposer que X est un schéma
formel semi-stable standard, de sorte que X = ,%fp’\ pour un schéma algébrique semi-stable standard Z". Le
corollaire se déduit alors de la comparaison entre les cycles proches usuels et rigides

. ®g = ® ®

z*R]*,upq R R/l*(s*,upq) ~ R/l*,upq,
compte tenu de sa compatibilité (selon les définitions) avec les filtrations par symboles et les identifications
explicites dans I'énoncé du théoréme précédent. m|
g+l

Y/k
et w

1.2.6 - Remarque. Les différentielles d: wgf P w n’étant pas Oy -linéaires pour leurs structures naturelles

n’héritent pas de structure de Oy-modules.
q

‘ Y/k
via le Frobenius F = (-)? := Oy — Oy 3, les différentielles d deviennent Oy -linéaires, et alors les wg,/k/B

de Oy-modules, les faisceaux abéliens wg,/k/B)q,/k g//k/Zqu/k

Cependant, le schéma Y étant en égale caractéristique p, si 'on munit les w;, ,, des structures de Oy-modules

q
Y/k

et les w sont naturellement des Oy -modules cohérents.

q q
Y/k/ZY/k

2 Conséquences de la conjecture

Bien que la conjecture (0.6) soit formulée pour les affinoides rigides, nous allons voir qu’elle admet des
conséquences pour les espaces rigides quasi-compacts séparés (cf. lemme (2.1.5)) et pour les espaces rigides
partiellement propres (cf. corollaire (2.1.7)). En plus, par des techniques dues & Hansen, nous pouvons étendre
la conjecture au cas des coefficients Zariski-constructibles (cf. proposition (2.2.6)). Une application aux tours

de Drinfeld en niveau fini sera donnée a la fin de cette section.

2.1 Profinitude pour les espaces rigides partiellement propres
2.1.1 - Définition (Inclusion stricte). Soit U C X une inclusion d’un ouvert admissible dans un espace rigide.

(i) Lorsque X = Sp(R) et U est un ouvert affinoide, on dit que I'inclusion est stricte §’il existe r € QN]0,1[

et une présentation R = K(71i,--- ,T,,)/ J tel que I'inclusion se factorise comme U C X (r) := Sp(R,) =
X(%,. s %) C X dont la seconde inclusion est induite par le morphisme naturel

R :K<Iia ,Tm>/J - K<]11’ ,Tm’SI"" 7Sm>/(‘]a]1172 _anls"' 7T7;2 _p’lsm) :Rh

our= % avec 71,79 € N. On écrira U c' X. Laffinoide X (r) dépend du choix de la présentation de R.

(ii) Lorsque U est un ouvert affinoide admissible, on dit que I'inclusion est stricte si elle se raffine comme
U c' V c X pour un ouvert affinoide admissible ¥ de X. On écrira U c' X.

(iii) Lorsque X est séparé et U est un ouvert admissible quasi-compact, on dit que I'inclusion est stricte s’il
existe un recouvrement admissible affinoide fini {U;};c; de U tels que U; ct X. On écrira U c' X.

2.1.2 - Définition (|25, 2.24]). Soit X un espace rigide sur un corps non archimédien complet XK.

i) On dit que X est partiellement propre s’il est séparé et §’il admet un recouvrement admissible affinoide

i) On dit que X est partiellement il est séparé et s’il admet t admissible affinoid
dénombrable {U;};er tel que pour tout i € I, il existe un ouvert affinoide admissible U; de X tel que
U, ct U,

(ii) On dit que X est Stein s’il admet un recouvrement Stein, c’est-a-dire un recouvrement admissible affinoide
{Ui}ien tel que U; €' Uy

3. Plus précisément, on a

f(x- /\?:1 dloga;) = fx - /\f:1 dlog a;

pour les sections locales f,x € Oy et les sections locales a; € OF pour i =1,...,q.



On dit aussi que X est propre s’il est partiellement propre et quasi-compact.

Tout espace rigide Stein sur K est partiellement propre (donc en particulier séparé).

213 - Exemple. Soit X = Sp(R) un espace rigide affinoide sur K muni d’une présentation R =
K(Ti, -+ ,Tn)/ J, son intérieur associé X° = (Jscqnjoay X () (qui dépend du choix de la présentation) est un
espace rigide Stein sur K de recouvrement Stein {X (1 — #)}neN.

2.1.4 - Lemme. Soit X un espace rigide sur un corps non archimédien complet K. Alors les assertions suivantes sont
équivalents

(i) X est partiellement propre;
(ii) X est séparé, admet un recouvrement ouvert admissible dénombrable par des quasi-compacts, et est localement
Stein (c’est-d-dire que tout x € X posséde un voisinage ouvert admissible U, qui est Stein);
(iii) X admet un recouvrement admissible {Uy}nen tel que les U, sont quasi-compacts séparés et que U, ct Uy

Démonstration. Limplication (i) = (ii) est claire vu 'exemple (2.1.3). Et 'implication (iii) = (i) résulte aussitot
de la définition (2.1.1, iii). Montrons la direction (ii) = (iii). Pour tout x € X, choisissons un recouvrement
Stein {Uyp}aen de Uy; on a Uy, cf Uy n+1. Par hypothése, il existe un recouvrement ouvert admissible
dénombrable {X;};en par des quasi-compacts X;. On peut alors construire un sous-ensemble dénombrable
E = {xp}men C X tel que {Uy, n}meNnen forme un recouvrement admissible de X, puisque pour chaque
quasi-compact Xj, il existe un nombre fini de points x € X et un N € N tels que les U,y couvrent X;. Les

Uan, n €N

. e 1<m<ﬂ
conviendront pour (iii). ]

ouverts affinoides admissibles

2.1.5 - Lemme. Soit U C' X une inclusion stricte d’'un ouvert admissible quasi-compact dans un espace rigide
séparé de dimension d sur K. Supposons que la conjecture (0.6) soit vraie en dimension d. Alors pour tous n,m € N,
les applications induites Hi (X, Z/p™) — HG(U,Z/p™) et Hi (U, Z/p™) — H (X, Z]/p™) sont d’image finie.

Démonstration. Montrons par récurrence sur entier 7 > 1 que

(%;) Lénoncé est vrai pour toute inclusion stricte U ct X telle qu’il existe {Uy }1<q<r un recouvrement
affinoide fini de U et {Vo}1<a<r une famille douverts affinoides admissibles de X tels que U, cty,
pour tout «.

La conjecture (0.6) dit que (%) est vrai. Supposons maintenant que (%,) soit vrai, et supposons I’existence de

{Uy H1<a<r+1 un recouvrement affinoide fini de U et de {V, }1<q<,+1 une famille d’ouverts affinoides admissibles
de X tels que U, ' V, pour tout a. Il existe § € QN]0,1[ telle que U, c V,(6) c' V, pour tout a.

Considérons le diagramme commutatlf

Hy( | Vazip™) —— HLC|J Vo Z/p™) @ HE(V0.2/p™)

I<a<r+l I<a<r

l l

HC Va0 0Va(0),200™) — HEC | Va(0).Z/p™) — HEC| Va(6).Z/p™) @ HE(V(8).2/p™)

1<a<r 1<a<r+l 1<a<r

l |

HC ) Ua U Zfp™) —— HEC | UanZ/p™)

1<a<r I<a<r+l

resp.
Hl () Vazip™) ——— HE | Ve 0V Z/p™)

1<a<r+l 1<a<r

l l

HE () Va(0).2/p™) @ HY (V1(0),2/p™) — HE (| ) Ve(0),2/p™) — HENC ) Va(8) 0 Via(8).Z/p™)

I<a<r I<a<r+l I<a<r

l l

etﬂ( U UG’Z/pm)® etc(Ur+lyZ/p )4> etc( U Ua,Z/Pm)

I<a<r 1<a<r+l

donné par la suite exacte longue de Mayer-Vietoris pour la cohomologie étale resp. pour la cohomologie étale
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a support compact’. Comme X est séparé, les Uy N U4y, Vo () N V,41(6) et V, NV, pour 1 < @ < 7 sont
affinoides rigides, et on a U, N U,y c’ Vo (8) N V,1(8) €' Vy N Vyyy. Par hypothése de récurrence (%,), les
fleches verticales des deux cotés sont d’image finie; donc le sont aussi les composées des fléches verticales du
milieu par (1.14), autrement dit, (%) est vrai. ]

2.1.6. Structure condensée sur la cohomologie étale. Pour tout espace rigide X sur K, nous disposons du

morphisme de sites vy : Xproer = Xq‘;mét — Xg vérifiant que le foncteur vy : X5 — Xp“mét est pleinement fidéle

[49, Proposition 14.8]. Alors, pour tout faisceau étale F sur X, on peut voir RI¢ (X, F) = RTgproec (X °, vy F)
comme l'objet sous-jacent & un complexe (dérivé) condensé, c’est-a-dire a un objet de Z(CondAb), la catégorie
dérivée des complexes de groupes abéliens condensés, au sens de [12]. Plus précisément, suivant les idées dans
[11], on définit la cohomologie étale condensée comme

RL, (X, F) = R fyrostsvy F € Z(CondAb)

ou fpmét: Xprost — *proet est le morphisme de sites induit par le foncteur X° X .§ <=+ .§ et on a identifié
la catégorie Ab(#pros) des faisceaux pro-étales de groupes abéliens sur un point a la catégorie des groupes
abéliens condensée CondAb; autrement dit, pour tout ensemble profini S, on a

RL, (X, F)(S) = Rl gproee(X° X S, vy F).
2.1.6.1. Si X est quasi-compact, alors [49, Proposition 11.23, Proposition 14.9]

1€I—‘qproét()(<> X S, V;(-F) = li_r)n]{r‘qproét()(<> X Sz" V}f) = li_r)nHomSet(Si’quproét(Xo7 V}f))
i i
ou S =~ l(iLni S; est une représentation profinie. On munit R qproet(X°, vy F) = Rl (X, F) de la structure
condensée discréle, et le note RIs (X, F); cela veut dire que

RIy (X, F)(S) =lim ( [1 RFét(X,]-")) € J(Ab).
i S;

Ainsi, on a une identification

RT, (X, F) ~ RTs(X, F).

En prenant leurs groupes de cohomologie, on obtient un isomorphisme de groupes abéliens condensées
Qz’;t(x’]:) = Hélt(X’]:)’
ot le groupe abélien H/,(X,F) est muni de la topologie discréte.
2.1.6.2. Si X est la réunion d’une suite croissante d’ouverts quasi-compacts {U; };en, alors
RTe(X, F)(S) = Rl qproet (X ° X 8, vy F) = Rlim RT 060 (U X S, vy F) = Rlim RT s (U;, vy F)(S).
I— 1 7 —

Ainsi, le complexe condensé RI¢ (X, F) = Rlim; RT¢(U;, vy F) est une limite dérivée de complexes condensés

discrets. Or, le topos Ab(proét) ~ CondAb étant replet [11, Corollary 2.4], les R/ lim;cn s’annulent pour j > 2
pour tout systéme inverse de groupes abéliens condensés indexé par N [7, Proposition 3.1.11], d’oti une suite

exacte courte
0 — R'lim H"{(M;) — H"(Rlim M;) — lim H"(M;) — 0
1 1 1

pour tout systéme inverse {M;};en dans Z(CondAb). En particulier, on obtient pour tout #z € N la suite exacte
de groupes abéliens condensés

(2.1.6.3) 0— R lilr_nHé’t"l(U,-,.F) — H}(X.F) = lim Hy(U;. F) = 0,

4. Pour un faisceau F de groupes abéliens sur X et des ouverts U et V' de X, on a la suite exacte courte des faisceaux

. ) . (st)s—t
0= junnFluav = joFu ® jmFr = juunFuur — 0.

On en prend ensuite la suite exacte longue de groupes de cohomologie étale a support compact.
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ou le groupe lim; 3 (U;, ) muni de la topologie pro-discréte. Enfin, si les applications Hj (Ui, F) —
H} (U;, F) sont d’image finie, le systéme {H3(U;, F)}ien est Mittag-Leffler, alors on aura R'lim; HE(U;, F) =
0 pour tout z € N [7, Proposition 3.1.10], ce qui assure que

Egt(Xaf) = II{H Hé’:(l]i’]:')’
qui provient d’un groupe profini.

2.1.7 - Corollaire. Soit X un espace rigide partiellement propre de dimension d sur K. Supposons que la conjecture
(0.6) soit vraie en dimension d. Alors pour tous n,m € N, le groupe abélien condensé H7 (X,Z/p™) provient d’un
groupe profini; plus précisment, pour tout systeme d’ouverts admissibles quasi-compacts {U;};en tel que U; ¥ Uy
et que X =J; U;, on a

Egt(X’Z/pm) - hfn He’é(ljhz/pm)’

et que lim; HJ}(U;,Z/p™), muni de la topologie pro-discréte, est profini.

Démonstration. Lexistence de tel systéme {U;};en est assurée dans (2.1.4, iii). Soit {U;};en un tel systéme. Pour
tout faisceau de groupes abéliens F sur X, on dispose de la suite exacte (2.1.6.3). Si la conjecture (0.6) est
vraie en dimension d, alors les applications H}(U;41,Z/p™) — Hj(U;,Z/p™) sont d’image finie quel que soit
i € N, d’ou la conclusion par (2.1.6.2). |

2.2 Profinitude pour les coefficients Zariski-constructibles

2.2.1 - Définition (Faisceaux Zariski-constructibles). Soit X un espace rigide sur un corps non archimédien
complet K. Fixons un anneau de coefficients A noethérien. Un faisceau de A-modules Zariski-constructible est un
faisceau J sur X tel qu’il existe une décomposition de X en réunion disjointe localement finie de sous-espaces
Z;,i € I localement fermés pour la topologie de Zariski sur X telle que les restrictions |z, ,i € I sont des
faisceaux localement constants de type fini’. Notons Shv,.(Xs,A) la sous-catégorie pleine de la catégorie
Shv(Xe,A) formée de tous les faisceaux de A-modules Zariski-constructibles.

2.2.2. Désingularisation pour les espaces rigides en caractéristique 0. Soit X un espace rigide affinoide
genériquement réduit (C’est-a-dire dont le lieu réduit est un ouvert de Zariski dense) sur un corps non archi-
médien complet K. Le lieu singulier Xy, est alors un sous-espace fermé de Zariski nulle part dense dans X.
En particulier, X est excellent au sens de [20] : toute K-algébre affinoide est un anneau excellent par op. cit.,
théoréme 2.13 (cf. [44, Theorem 102]).

Supposon que K soit de caractéristique 0. Soit Z C X un sous-espace fermé de Zariski nulle part dense.
D’aprés les théorémes de désingularisation de Temkin pour les espaces rigides [56, Theorem 1.1.13], il existe
une séquence finie d’éclatements chacun le long d’un sous-espace fermé de Zariski nulle part dense

g X' =Xp— - oX->X =X

avec X’ lisse et telle que g soit un isomorphisme en dehors de Xging U Z. En particulier, g est un morphisme
propre d’espaces rigides.

Si on écrit X = Sp(4), alors Z est 'analytification d’un sous-schéma fermé Z¥ c X8 = Spec(4), et la
séquence d’éclatements provient de 'analytification relative [36, §1] (réinterprétée dans [16, Example 2.11]) d’une
séquence analogue sur X [56, Theorem LLII|

galg: Xlalg — X:ng N Xlalg — X:lg — Xalg

avec X'*¢ régulier °, telle que 'image réciproque réduite g% ~!(Z?%),.q soit un diviseur a croisements normaux
strict dans X%, et que g!¢ soit un isomorphisme en dehors de X:illllg;g U Z%¢. D’aprés la GAGA rigide relative
[16, Appendix, (A.L1)],

£:O0x = (g0 xu)™
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qui est un Ox-module cohérent, et isomorphe a O*, = Ox si X*¢ est normal.

Xalg

2.2.3 - Lemme (cf. [52, 0). Soit X un espace rigide affinoide sur un corps non archimédien complet
K. Soient I un nombre premier et F un faisceau de ¥;-modules localement constant fini sur Xg. Alors il existe un
revétement fini étale f:Y — X de degré premier d | sur chaque composante connexe de X tel que f*F est une
extension successive de ﬁzisceaux constants F;.

Démonstration. Soit Xy C X une composante connexe; c’est un sous-espace fermé de X. Comme X est
localement connexe, X est un ouvert dans X. Soit Xy un point géométrique de Xy = Sp(4).

Par la théorie de Galois pour Xj, le faisceau localement constant F correspond a une représenta-
tion du groupe profini n?lg(Xo,ﬁo) (voir [1, §3.2] pour la définition; il est identifié au groupe fondamental
i (Spec(4),%y) du sclhéma Spec(4) par [31, Example 1.6.6, ii)]) sur un F;-espace vectoriel V' de dimension
finie. Soit G = im(ﬂfg(Xo,ko) — GLF,(V)), qui correspond a un revétement fini étale ¥ de Xj, galoisien
de groupe de Galois G. Soit H un [-sous-groupe de Sylow de G. La représentation de H sur V' admet une
filtration dont les gradués sont des représentations de dimension 1[50, chapitre 8, proposition 26]. Cette filtra-
tion correspond par le théorie de Galois a une filtration de F dont les gradués sont des faisceaux localement
constants de rang 1 sur F; trivialisé sur le revétement fini étale Y /H de X, de degré |G/H| premier a [ par le
choix de H. O

2.2.4 - Proposition (Cas affinoide et variante de [30, Theorem 1.6 ou Theorem 2.10]). Soit X = Sp(4) un
affinoide rigide sur un corps non archimédien complet K de caractéstique 0. Alors pour tout fermé de Zariski Z ¢ X
nulle part dense et contenant Xging 7 le Joncteur restriction

{ Morphismes Y — X finis surjectifs

:sont étales sur X\Z } — {Morphismes Y — X\Z finis étales surjectifs}
qui sont étales su

Y Y Xy (X\2)
est essentiellement surjectif.

2.2.5 - Remarque. Ce résultat a été essentiellement démontré dans la preuve de [30, Theorem 2.10], mais n’y
est énoncé que pour les espaces rigides normaux pour pouvoir appliquer la plein fidélité afin de se localiser
au cas affinoide. Néanmoins, la normalité apparaissait aussi tout a la fin de loc. cit. pour la pleine fidélité du
foncteur (-) Xx\z (X\Z)*". Nous allons montrer que ceci pourrait étre contourné si Z O Xing.

Démonstration. Rappelons que le résultat est valable pour X lisse et Z C X un diviseur a croisements normaux
strict d’aprés [43] ou [30, Theorem 2.11]. On s’y réduira dans la suite.

Le fermé de Zariski Z est de la forme Sp(B) ou B = A/I avec I C A un idéal [3], (1.4.1) et (1.4.4)]. Notons
X?8 = Spec(A) et Z¥8 = Spec(B). D’aprés la désingularisation a la Temkin (2.2.2), il existe une séquence finie
d’éclatements

galg: X8 = X,Zlg - Xlalg — Xglg = X% = Spec(4)

avec X8 régulier, telle que galg ~1(Z#8),.q soit un diviseur a croisements normaux strict dans X’%$, et que galg
soit un isomorphisme en dehors de Xs?ngg U Z%& = Z¥8 On désigne leur analytification respective en relevant
la décoration « alg ».

Posons U := X\Z, U’ := g7/(U) et Z' := g7 (Z)eq. Alors par analytification, Z’ ¢ X’ est un diviseur
a croisements normaux strict.

Soit ¢: V' — U un morphisme fini étale. Notons V' = V xy X’. D’aprés ce qui précéde, il existe un
morphisme 7’: Y’/ — X’ fini surjectif, étale sur X"\ Z’, tel que Y’ Xy, U’ = V’. Nous disponsons maintenant

6. Soit A une algébre de type fini sur un affinoide sur K. Si 4 est régulier et la caractéristique K est 0, alors A4 est géométriquement
régulier [27, proposition (6.7.4)], donc I’espace rigide Sp(4) est lisse [21, Theorem 5.3.4, (1)].
7. Lespace rigide X est nécessairement génériquement réduit si tel Z existe, car alors Xsing est nulle part dense.
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du diagramme suivant

sy’
¢ \
UI -/ } X/ { i/ Z/
‘/ ‘/g 8z
U ;) X<l 7
dont tous les parallélogrammes sont cartésiens.
Définissons
A = g7, Oy

et
Y := Specy (A) 55X

le spectre affine relatif au-dessus de X. Comme g est propre, A est un Ox-module cohérent, donc 7 est un
morphisme fini; de plus, on a

J A= jgn Oy = gu.j " n.0y = gu.¢.Op = ¢.gv.Op = ¢.0y,
ou l'on a utilisé la condition que gy (donc aussi gp) soit un isomorphisme. Donc,
~\U) = Specy, (j*A) = Specy, (¢.0p) = V.

Pour conclure, le morphisme fini 7 est fermé, d’image contenant I'ouvert dense U, donc 7 est surjectif. O

2.2.6 - Proposition. Soit U ' X une inclusion stricte d’un ouvert admissible quasi-compact dans un espace rigide
séparé de dimension d sur K. Supposons que la conjecture (0.6) soit vraie en dimension < d. Alors pour tous n € N
et m € N*, les applications induites H3 (X, F) — H}(U,Fly) et H} (U, Fly) — Hj (X, F) sont d’image finie
pour tout faisceau de Z|m-modules Zariski-constructible F sur X.

éte ét,c

Démonstration. Par « dévissage », on entendra implicitement une application du lemme (1.1.4).

(i) Tout d’abord, en raisonnant par récurrence comme dans la preuve du lemme (2.1.5), on se raméne au
cas ot X = Sp(4) est un affinoide, et ot U C' X est une inclusion stricte d’affinoides rigides.

(ii) Ensuite, par récurrence sur m et par des dévissages du type
(2.2.6.) 0->FlU] > F—-IF -0,

on se rameéne au cas ot J est un faisceau de F;-modules pour certain nombre premier /. En effet, supposons
que m > 1, et soit / un facteur premier de n tel que m = Im’ avec m’ > 1. Par la définition de I'inclusion stricte
d’affinoides rigides, on peut insérer un ouvert affinoide X (§) entre U et X tel que

Ucx()cx.
Considérons les suites exactes horizontales compatibles

—— H(X,F[l]) — HMX,F) —— HMX,IF) —>

! l |

— Hi(X(6),F[l]) — Hi(X(6),F) —— Hi(X(6),lF) —

| ! |

% Hé,tl(U’]:[l]) % Hg(U’]:) % Hé’tL(U,l]:) %

Supposons que la proposition soit vraie pour [ (resp. pour m’) a la place de m. Alors lapplication
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HE(X(6),F[I]) — H}(U,F[I]) (resp. Papplication H}(X,[F) — H}(X(5),lF)) est d’image finie. En appli-

t
quant le lemme (1.1.4), on obtient que les applications Hj (X, F) — H}(U,F) sont d’image finie. Un argument
similaire s’applique a la cohomologie & support compact.

(iii) En plus, on peut, en remplacant X par X4, supposer que X est réduit, ce qui n’affecte pas ’énoncé.
En effet, le morphisme X;eq — X étant un homéomorphisme universel, la catégorie des faisceaux Zariski-
constructibles ainsi que les groupes de cohomologie en question reste inchangés par ce changement, en vertu
de l'invariance topologique du topos étale [31, Remark 2.3.3] et de la construction de la cohomologie étale a

support compact dans op. cit., §5.

(iv) Par constructibilité et dévissage du type
0— jij"F > F > ii"F —0,

ou j: V — X est I'inclusion d’un ouvert de Zariski dense et i: Z — X I'immersion fermée du complémentaire
qui inclut Xging, et par récurrence sur la dimension de X, on peut de plus se ramener au cas ou F = jG
ou j: V — X est I'inclusion d’un ouvert de Zariski dense /lisse sur K et ou G est un faisceau de F;-modules
localement constant. En effet, prenons tels V' et G. Insérons un ouvert affinoide X (5) entre U et X comme
ci-dessus, et considérons les suites exactes compatibles

—> He,:(Xa]']*‘/—:) —> He,:(Xa‘F) —> He,:(ZJ*‘F) —>

| l |

s HE(X(6), )" F) — HA(X(6),F) — HA(X(6) N Z,i"F) — -

| ! l

o —— HMU, jij*F) —— HMU,F) —— HMU N Z,i*F) —— ---

ou l'on a utilisé le fait que le foncteur i, d’une immersion fermé i est exact. Comme dim(Z) < dim(X) par
densité de U, et que X (6)NZ C' Z est une inclusion stricte d’affinoides rigides, Papplication verticale en haut
a droite est d’image finie par récurrence. Donc, si 'application Hj} (X (9), jij*F) — Hj (U, jij*F) est d’image

finie, Papplication A} (X,F) — H}(X(6),F) le sera aussi par (1.1.4). Quant a la cohomologie étale a support
compact, les arguments sont similaires, sauf qu’il faille considérer le diagramme de suites exactes compatibles

suivant

i —— H} (U, jij*F) —— H (U,F) —— H! (UNZi*F) — -+

! | !

co—— HP (X(8), jij* F) — H! (X(6),F) — H} (X(8) N Z,i*F) — -+

! | l

e H (X F) ey (X F) ey Y (20 F) b

ou pour la colonne a droite, on a utilisé que pour une immersion fermé #, on a une équivalence i = i,.

(v) Si I # p, les groupes HJ (X, F) sont déja des groupes finis d’aprés [30, Theorem 1.3] et [51, chapitre
II, §5.2]. On peut alors supposer que F = jiG et [ = p. Par dévissage a I'aide de (2.2.3), on peut supposer
qu’il existe un revétement fini étale 7: V' — V, de degré premier a p sur chaque componsante connexe de V,
tel que 7*G est une extension successive de faisceaux constants F,. Par la méthode de la trace (appliquée au
morphisme fini étale 7), le morphisme naturel G — m.7*G est un facteur direct. D’autre part, par extension de
Riemann non archimédienne (2.2.4), il existe un morphisme fini 7: ¥ — X tel que 77Y(V) = V est identifié a
. Notons j Pinclusion ouverte V' = n71(V) < Y. Donc F = ;G est un facteur direct de

G = jmrtG = fpntG = 7 pntg.

(Pour un morphisme propre, les (=) et (—). sont isomorphes.) Donc, par l'exactitude de 7.: Shv(Y) —
Shv(Xg) [31, Proposition 2.6.4], dot 'annulation de R'#A. pour i > 0, la question de la finitude pour

H}(X,F) — H}(U,F) revient a celle pour H}(Y, jF;) — Hé’:(ﬁ’l(U),ngl,), et il en est de méme pour
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la cohomologie étale a support compact.

Observons que l'inclusion ouverte 71(U) c' Y sur K est encore une inclusion stricte d’affinoides rigides
par [9, §6.3, Lemma 7 (ii)] (ou par [3], Lemma 1.10.17, iii), iv), et Remark 1.3.19, iii)]). Donc, en renommant Y
comme X, 'inclusion ouverte j: V' — Y comme j: V — X, et #7}(U) comme U, on se raméne & démontrer
que les applications

H{ (X, jn*G) — HL(U, jm*G), Hg (U, jn*G) — H (X, jin"G)

sont d’image finie pour tout # € N. Or, comme 7*G est une extension successive de F, par dévissage comme
dans Pétape (ii), on est ramené & démontrer que les applications

H{(X, jiFy) — HE (U, jiFyp), (U, ji¥p) — H (X, jiF)p)

etc

sont d’image finie pour tout z € N.
(vi) Il reste a traiter les coefficients 7 = ;iF, avec j 'inclusion ouverte d’un ouvert de Zariski dense dans
X. Notons i: Z < X Dlinclusion du fermé de Zariski (réduit) complémentaire. La proposition dans ce cas
découle aussitot du dévissage
0— jiFy >Fp— iFp—0
et de la conjecture (0.6). En effet, en prenant la cohomologie étale et celle a support compact sur un ouvert
W de X (et en tenant compte du fait que i, ~ 4 car i est une immersion fermé), on obtient les suites exactes

longues
— Hé';—l(Wn Z,Fy) = HL(W, jiFy) —» HE(W.Fy) — -,

ét,c etc ett

- Hi\(W N ZF,) > HE (W, jiF,) - HY (WF) — -

Les deux cotés étant a coefficients constants F, la conjecture (0.6) combinée avec le lemme (1.1.4) donne alors
la finitude voulue, par un raisonnement similaire & celui de (iv). |

2.2.7 - Remarque. La constructibilité de Zariski est essentielle dans la preuve, puisque le dévissage la-dedans
demande du moins que le fermé complémentaire d’un ouvert considéré porte naturellement une structure
d’espace rigide.

2.2.8 - Corollaire. Soit X un espace rigide partiellement propre de dimension d sur K. Supposons que la conjecture
(0.6) soit vraie en dimension < d. Alors pour tous n € N, m € N* et pour tout faisceau de Z/m-modules Zariski-
constructible F sur Xy, le groupe abélien condensé H (X, F) provient d’un groupe profini; plus précisément, pour
tout systéme douverts admissibles quasi-compacts {U,}leN tel que U; ct Uy et que X =J; U;, on a

H} (X, F)—> hmH"(Uz,}_lU,)
et que lim; HJ}(U;,Z/p™), muni de la topologie pro-discréte, est profini.

Démonstration. Verbatim comme dans la preuve de (2.1.7). O

2.3 Application aux tours de Drinfeld en niveau fini

Expliquons maintenant une application de la conjecture (0.6), qui sera établie en dimension 1, aux tours
de Drinfeld en niveau fini pour montrer une variante de [14, théoréme 2.1] comme dans I'exemple ci-dessous.

Elle serait également applicable a d’autres espaces symétriques.

2.3.1 - Proposition. Soit X un espace rigide séparé de dimension d sur K muni d’une action continue d’'un groupe
localement compact G. Soit n € N. Supposons que X admette des recouvrements localement finis du type

U ={gUi}gec/u, Yt=0,....n
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est une chaine stricte d'ouverts admissibles quasi-compacts de X stabilisés par le méme sous-groupe ouvert H de G.
Supposons que la conjecture (0.6) soit vraie en dimension d. Alors, pour tout faisceau Zariski-constructible F sur Xg
qui est G -équivariant, la Z| p™ -représentation HJ} (X, F) continue de G est profinie et admet une filtration finie dont
les gradués sont des sous-quotients d’inductions Indg W, oi K est un sous-groupe ouvert d’indice fini de H, et que W
est une Z/ p™ -représentation finie continue de K.

Démonstration. On a des actions continues naturelles de G sur les [ [ ;¢ gU:, compatible avec les inclusions
gU, — gU,,. Notons RepGClD (Z/p™) c Repc‘mt(Z/p'”) la sous-catégorie pleine des Z/p™-représentations pro-
finies admettant une filtration finie comme décrite dans I’énoncé; c’est une sous-catégorie épaisse. Considérons
les suites spectrales de Cech convergentes compatibles

B (Upy) = [T  HaUan-0gUnF) = H'(X,F)
&=(&.-4i)€(G/H)!
l id
EN (Uy) = [ Hl(aU N N gU,F) —— H,7(X,F)

&=(&.-&)e(G/H)

ou la fléeche de gauche est induite sur les facteurs par la restriction le long des inclusions respectives. Comme
X est séparé sur K, les ouverts glU, -N g;U; sont quasi-compacts et d’apreés [9, §6.3, Lemma 7 (iii)], on a
des inclusions strictes ggU; N -+ - N g,Ut ct g1U,+1 N---Ng U1, donc la fléche verticale en chaque composante
du produit est d’image finie, que l'on notera A (t) par la proposition (2.2.6). D’aprés (1.1.8), il suffit alors
de montrer que la représentation ng(G/H)' A (t) appartient a RepG pf(Z/[)m) ce qui revient a étudier les
G-orbites dans (G/H)' telles que gU;41 N - ﬁ g:U,41 ne soit pas vide pour tout (ou un) g = (g, ..., g;) dans
cette orbite. D’une part, par I’hypothése de la finitude locale des recouvrements U, il n’y a qu’un nombre fini
de telles orbites. D’autre part, pour tout § = (g,...,8;) € (G/H)', son stabilisateur sous I'action diagonale de
G est B
Gg=aHg 'N---NgHg

un sous-groupe ouvert d’indice fini de g1 gfl. Donc Gé’fl g est un sous-groupe ouvert d’indice fini de H. Pour

conclure, notons que
A7, (1) ~Ind A7
[1 4,0~ -y g

§'eG/H -
pour tout g = (g,...,8) € (G/H)". O

2.3.2 - Exemple. Soit d > 2 un entier. Considérons le demi-espace de Drinfeld sur K

ot =p\ | B,
Hen
ou 7 est la famille des hyperplans K -rationnels dans P;‘;,_l. Soit

~—>L//ln—>~~~—>///1—>//lo—)9?{_l

la tour de Drinfeld, modéles rigides analytiques sur K des espaces rigides analytiques ./, i/ w%{ construite
dans [19] (pour rappel, .Z, z = (Q?{I)K X Z et Paction de wg décale la deuxiéme coordonnée n par d =
Ve (det(diag(@k, . .., @k)))). Le groupe de Lie p-adique GL;(K) agit de facon continue et équivariante sur
la tour de Drinfeld, avec son centre Z agissant trivialement. Alors pour toute extension finie L de K, 'esapce
rigide .4, 1, le changement de base de .#, a L, vérifie les conditions ci-dessus avec G = GL;(K). Si la
conjecture (0.6) était valide en dimension 4 —1, alors pour tout # € N, la Z/p™-représentation Hy (.4, 1,Z/p™)
de GL;(K) serait profinie, extension de sous-quotients de la forme IndIG{Z W, ou K est un sous-groupe ouvert
d’indice fini du sous-groupe pro-p-lwahori standard 1(1), et que W est une Z/p™-représentation finie continue
de KZ 8.

8. C’est plus faible qu’étre de présentation finie.
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Démonstration. En effet, comme les morphismes .#,; — #, — Q‘I"{l d’espaces rigides sur K sont finis
étales, en particulier propres, il suffit de trouver une paire U c’ U’ douverts quasi-compacts admissibles dans
I'espace rigide de base Qf{l stabilisé par un sous-groupe ouvert H de G, et tels que les translatés de U par
GL;(K) forment un recouvrement ouvert et localement fini de Q?{l. Par exemple, en suivant la notation de
[24, 111, 1] : soit BT I'immeuble de Bruhat-Tits de PGL;(X), qui est muni d’une action de PGL;(K) ; soit A le
simplexe maximal (c’est-a-dire de dimension d —1; c’est aussi la dimension de BT) correspondant a la chaine
standard
o0 c wxO0 "V @Ok - Cc wxOx @ 02V c 02

on peut alors prendre

U, = U (Q%),, teN
Ne|BT]|
d(N A<t

et

H=I10)Z,

ou d(A’,A) < t signifie que A’ peut étre connecté & A par une chaine A" = Ag,Ay,...,A; = A de simplexes
maximaux adjacents. Il reste a voir que la famille d’ouverts {gU}secL, (k) recouvre Qf{_l. En effet, son modéle
formel Q‘é‘Kl admet comme recouvrement ouvert la famille { gQg = Qg AJgeGL,(K) grace au fait que I'action de
PGL;(K) sur 'immeuble permute transitivement les simplexes maximaux [24, I, Remarque 2.1.5]. O

3 Preuve de la conjecture (0.6) pour les courbes

La preuve de la conjecture (0.6) pour les courbes se réduira a étudier le cas en présence d’'un modéle
formel semi-stable de I'inclusion ouverte, qui est la partie la plus technique et qui se restreint fortement aux
courbes. Les étapes de la réduction, qui peuvent étre effectuées de deux maniéres (I'une pour les courbes lisses
et Pautre pour les courbes générales), seront abordées dans les deux sections suivantes. La premiére maniére
repose sur 'existence de modéles formels semi-stables aprés une extension finie convenable de K pour les
courbes [10, 22], tandis que la seconde maniére peuvent étre réalisée en dimension quelconque grice aux

résultats de résolution des singularités en caractéristique mixte dus a Saito et & Temkin [47, 55].

3.0.1. Nous ferons appel a la théorie de Raynaud [9, Chapter 8] sur les espaces rigides (sur K), qui interpréte
les espaces rigides sur K comme des fibres génériques de schémas formels admissibles sur Spf(Og). Rappelons
qu'un schéma formel X sur Spf(Og) est dit admissible si X est localement de la forme Spf(A4) avec A4 plat et
topologiquement de présentation finie sur O [9, §7.3, Definition 3], ce qui revient a dire qu’avec 4 topologi-
quement de type fini sur Ok et sans mg-torsion (car Ok est noethérien ). Deux schémas formels admissibles
quasi-compacts sur Spf(Og) ont les fibres génériques isomorphes si et seulement s’ils sont tous deux dominés
par un méme schéma formel admissible au moyen d’éclatements formels admissibles |9, §8.2, Definition 3; §8.4,
Lemma 4 (d)].

Voici un résultat [9, §8.4, Lemma 5] que nous allons utiliser souvent : Soit X un schéma formel admissible
quasi-compact Spf(Og). Soit {U;}icr un recouvrement ouvert de I'espace rigide X,,. Alors il existe un écla-
tement formel admissible ¥* — X ainsi qu’un recouvrement ouvert {;};c; de X’ tels que la famille rigide
associée {(U;), }ies coincide avec le recouvrement {U;};e;.

3.1 Cas des modéles semi-stables d’une inclusion stricte

Cette section est consacrée a la partie technique de la démonstration, admettant que nous ayons déja un
modéle semi-stable de Pinclusion ouverte stricte. A cette fin, nous allons utiliser la filtration de Bloch-Kato-
Hyodo sur les cycles proches et analyserons ses intéractions avec la restriction de I'inclusion ouverte sur la

fibre spéciale.

9. Cette équivalence reste vraie pour des anneaux de base plus généraux que Ok, cf. [9, §7.3, au début, et Corollary 5].
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3.11. Image et adhérence schématiques. Soit ¥ un schéma localement noethérien. Soit f : ¥ — X un
morphisme de schémas. Il existe un plus petit sous-schéma fermé Y’ de X par lequel f se factorise [26,
proposition (9.5.1)], que l'on appellera image schématique de Y par le morphisme f. De facon plus précise, elle
est définie par I'idéal .# = ker(Ox — f.Oy). En outre, espace sous-jacent de Y’ est 'adhérence topologique
de Zariski f(Y) dans X.

Lorsque f est I'injection canonique d’un sous-schéma fermé Y de X, on appelle Y’ également adhérence
schématique de Y dans X, et on note Y := Y.

3.1.2 - Lemme ([42, Lemma 2.5]). Soit W — X une immersion ouverte d’un ouvert quasi-compact dans un schéma
formel admissible sur Ok telle que W, C* X, est une inclusion stricte d’affinoides rigides. Alors l'adhérence schéma-
tigue W de W dans X, est propre sur k.

Démonstration. Par hypothése, on a des inclusions d’affinoides rigides W, C X,(r) C X, pour certain r €
0ON]0,1[ et une présentation X, = Sp(K(Ti,--- ,T,)/ J). Notons A I'image de

OKCTls ’Tm> - K<]117 ,Tm>/j,
et notons A(r) 'image de

OK(H;"' ’TﬂhSl"" ,Sm> - K<]11$'" ,Tm»Sb'" aSm>/(\]?Tiri _anI"" 7T7;2 _prISm)’

our = % avec 1,79 € N. Elles sont des Og-algébres p-adiquement complétes admissibles (3.0.1), et on a un
morphisme naturel Spf A(r) — Spf A qui donne sur les fibres génériques I'inclusion X, (r) C X,,, et sur la fibre
spéciale linclusion du sous-schéma fermé Z dans Spec(A/mg A) définie par I'idéal (7)",...,T,'). Le support
de Z est réduit au point fermé sy € Spec(A4/mgA) définie par I'idéal maximal (T3,...,T;,).

Soit Spf Ay un modéle formel admissible de I'affinoide rigide ;. D’aprés la théorie de Raynaud (3.0.1),
on obtient un diagramme commutatif

u > X
T T
u > X7
l l
w
L

Spf Ay SpfA(r) — Spf 4

ou les fléches verticales sont des éclatements formels admissibles, donc propres sur les fibres spéciales, et que
les fléches horizontales sont des immersions ouvertes. L'image de U — X est aussi I'image de U — X" — X.
Or, le morphisme U{ — X{’ se factorise dans une fibre projective car SpfA(r) — SpfA4 se factorise par Z,

son adhérence schématique U} est alors propre 10 Son image schématique dans X, qui est propre [52, Lemma
0AHS6], est égale aussi a 'adhérence de U dans X; ! O

3.1.3 - Corollaire. Soit W — X une immersion ouverte d’un ouvert quasi-compact dans un schéma formel admissible
séparé sur Ok telle que W, C7 X, est une inclusion stricte. Alors Uadhérence schématique W de W dans X, est propre
sur k.

Démonstration. On peut supposer d’avoir des recouvrements admissibles finis affinoides

w, = Ju. " Jva cx,

ael ael

10. Si une immersion ouverte U C X se factorise par un schéma fermé Z — X, alors U — Z est une immersion ouverte. En effet,

U — Z est un homéomorphisme sur une partie ouverte de Z, et que pour tout x € U, on a Oz 5 Oy (26, proposition (4.2.2, a)],
puisque Oy, » Oz, — Oy, dont le composé est un isomorphisme.

11. Notons f le morphisme X/ — X,. Uadhérence U/ de N/ dans X/ est projective. Uadhérence de U, dans ¥, est I'image
schématique par f de U/ ; en effet, on a ker(Ox, — i.Oy,) C ker(Ox, — fii,’ Oy, ), avec égalité si fi est un éclatement.
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avec des inclusions strictes U, c' V,, d’ouverts affinoides admissibles. Alors, selon la théorie de Raynaud (3.0.1),

on a un diagramme commutatif comme suit

W —U, W, — U, B, — ¥’
U U
u, —— @,

u > X

ot les fléches verticales sont des éclatements formels admissibles, donc propres sur les fibres spéciales, et que les
fleches horizontales sont des immersions ouvertes. Alors 'application de fibres spéciales (U,); — (B),); € X,

se factorise par son adhérence de Zariski (U,), dans (8B),);, qui est propre sur £ par le lemme (3.1.2). Donc
(U7,); est aussi son adhérence dans X/ puisque le morphisme d’un schéma propre sur £ vers un schéma séparé

sur £ est propre [27, corollaire (5.4.3)]. Alors l'application de fibres spéciales ; — X{ se factorise par son
adhérence dans X}, qui est 'image schématique du morphisme [[, (W,); — X}. Or, celle-ci est propre sur
k', donc U; — X se factorise par un sous-schéma fermé de X; qui est propre sur k. O

3.1.4 - Lemme. Soit Y un schéma localement noethérien. Soit V.— Y un ouvert. Considérons le sous-schéma ouvert

vet=Y\(Y\V),

ot (—) dénote Uadhérence schématique d’un sous-schéma de Y .
(

i) On a des inclusions ouvertes V.C V=* C V.

(ii) Supposons que localement pour la topologie fidélement plate de présentation finie sur Y, chaque composante
irréductible de Y soit définie par une seule section globale. Alors Uimmersion ouverte j: V* — Y est un
morphisme affine.

(iii) Notons j Uimmersion fermée V. — Y. Soit F un faisceau sur Yz admettant une filtration finie Fil* F dont
chaque gradué gr® F est muni d’une structure de faisceau cohérent. Posons

K =ker(F — j.j*F)
muni de la filtration restreinte Fil*IC = I N Fil* F, et
G = F/K ~im(F — j.j'F)

muni de la filtration quotient Fil*G, image de Fil* F. Alors,
(iiia) ona j'K =0, Klyyy = Fpip et G = J.j°Gs

(iii.b) sous la condition de (ii), si de plus le conoyau du morphisme naturel
(3.1.4.1) Fil'K — ker(gr® F 25 j.j* gr* F)

est une extension successive de faisceaux cohérents, alors les gradués gr® G sont respectivement des exten-
sions successives de faisceaux cohérents; plus précisément, on a la suite exacte naturelle suivante

0 — ker(y.)/gr* K — gr* G — im(y.) — 0,

ou le faisceau de gauche est isomorphe au conoyau de (3.1.4.1) et est une extension successive de faisceaux
cohérents @ support dans Y\V', et le faisceau de droite (en tant que Oy -module quotient de gr® F) est
cohérent d support dans V.

Démonstration. (i) Cela découle par définition.

12. Soit .7, le faisceaux d’idéaux de Oy, définissant (7, )y, alors cette adhérence et image schématique est définie par le faisceaux
d’idéaux (), -#,. Une simple application du critére valuatif de propreté permettra de conclure.
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(i) La propriété que j: V** — Y soit un morphisme affine se vérifie localement pour la topologie
fidélement plate quasi-compacte sur Y [29, proposition (2.7.1, xiii)] (qui est plus fine que la topologie fidélement
plate de présentation finie).

Soit g: Y’ — Y un morphisme plat et localement de présentation finie. Notons
= Y’\Y’\g“(V).

Montrons que V'3 = g=!(V*2!). Pour cela, il suffit de montrer que

(a) g7\(W) S 2~ (W) pour tout ouvert W C ¥;

(b) g (Y\Z) = Y"\g }(Z) pour tout fermé Z C Y.
Le (b) est clair. Le (a) est vraie emsemblistement, puisque Pon a g=\(W) c g~'(W) par continuité de g, et
I'inclusion inverse car g est ouvert en étant plat et localement de présentation finie [29, théoréme (2.4.6)).

Par hypothése, en travaillant localement pour la topologie fidélement plate de présentation finie sur Y,
on peut supposer que Y est un schéma affine noéthérien, et que ses composantes irrédutibles {Y;};es sont de
la forme Y; = V(f;) pour certain f; € O(Y). Comme Y est noethérien, ’ensemble I est fini. Soit Iy C I le
sous-ensemble des i tels que V rencontre ¥;. Alors, on a V = U,c, Yi, puis Y\V = Usgr, (Yi\ (Uses, Y2)),

donc
Y\V = UY v =v{ 5

i¢ly i¢ly
Ainsi, son complémentaire V% dans Y est 1dent1f1e comme louvert prmc1pal D([1igr, fi ) C Y, qui est affine.

(iif) Le fait que j*&C = 0 découle de la définition. Montrons I'isomorphisme K|y > Fy\i7- Dapres (i),
I'immersion ouverte j est affine, donc le*’H = 0 pour tout faisceau cohérent H sur V! (et pour la topologie
étale, ou méme pour la topologie fidélement plate de présentation finie). On en déduit par récurrence sur la
longueur de la filtration Fil*F (et par 'exactitude de j*) que pour tout m € N, on a que R'j, j*Fil*F = 0 et
que la suite courte (exacte a gauche)

0 — j.j*FI"™F - j,j*FI"F — j.j g™ F — 0

est exacte a droite, donc qu’elle est exacte.

On dispose du diagramme commutatif suivant

0 — Fil"™MK —— Fil"K —— ker(ym)

[ | [

(3.1.4.2) 0 — FlI"™F — 5 Fl"F ——— g F ——— 0

l | -

0 — jjFI"™F — j,j*Fl"F — j.j* g F — 0

dont la ligne centrale et les colonnes sont exactes par définitions. La derniére ligne est exacte d’aprés ce
qui précéde, et puis la premiére est exacte par le lemme du serpent. Ceci étant, on obtient le diagramme
commutatif suivant

0 — FiI"™K — Fil"K — g K —— 0

L]

0 — Fl"™F — Fl"F — gt F —— 0

L

0 — Fil"™G —— Fil"G —— g G —— 0

dont les colonnes sont exactes et dont la derniére ligne est exacte par le lemme du serpent. Ainsi, en appliquant
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le lemme du serpent au diagramme suivant

0 — g"K — gi" F — gi"G — 0

[ e !

0 — ker(yp) — gt F —— im(y,) —— 0,

on obtient une suite exacte

0 — ker(y,)/gt" K — g™ G — im(y,) — 0

Il reste a voir que les deux faisceaux de coté, ker(y,)/gr™ K et im(yy,), vérifient les propriétés de co-
hérence voulues. En effet, remarquons d’abord que ker(y,,) et im(y,,) héritent la cohérence de gr™ F. Pour
ceci, on remarque que j.j* gr™ F est un faisceau quasi-cohérent sur Yz puisque Y est localement noethérien
[26, proposition (9.4.2)]. Le morphisme naturel y,, est un morphisme de Oy-modules sur Y, donc ker(y,,) et
im(y,,) sont aussi quasi-cohérents, méme cohérents car ils sont de type fini. Quant a leurs supports, ker(y,)
est a support dans Y\V** car y,, devient un isomorphisme sur Pouvert V** c Y ; et im(y,,) est & support
dans ¥V car j,j* gr™ F lest. Uhypothése supplémentaire (3.1.4.1) revient au méme de dire que le sous-faisceau
gr™ K C ker(yy) est de quotient extension successive de faisceaux cohérents, donc ker(y,)/gr™ K est une
extensions successives de faisceaux cohérents. O

3.1.4.3 - Remarque. La clef de la preuve est le fait que si  est un faisceau étale cohérent sur un schéma
localement noethérien Y, alors pour toute immersion ouverte j: V' — Y, le Oy-module j,j*F est un faisceau
quasi-cohérent, donc I'image du morphisme de faisceaux F — j,j*F est cohérent [26, proposition (9.4.2)] et
provient d’un faisceau cohérent sur 'adhérence schématique ¥ de V dans Y.

3.1.5. Fixons des notations pour le lemme suivant. Soit @ g une uniformisante de K. Soit
X = Spf (Ok(Xo,. ... Xu) /(X0 -+ X, — @wk))
avec 0 < r < n, et posons ¥ = X;. Soit V' un ouvert de Zariski dense dans ouvert

V' = Spec (k[ Xo.. ... X X2 X2 X0 X)) (Ko X)) E Y

s+

pour un certain entier 0 < s < 7. Posons f = Xp--- X et g = X541+ X, ; notons f et g leurs réductions
modulo @. Alors, on a I'égalité V%' = V' ; en effet, on a V = V", qui est le sous-schéma fermé de ¥ défini par
g, donc Y\V = D(f), dou Padhérence schématique ¥\ est le sous-schéma fermé de Y défini par g.

Reprenons les notations introduites dans la section 1.2 concernant les cycles proches et la filtration de
Bloch-Kato-Hyodo. Soit F := Uqu&*,ufq muni de la filtration de Bloch-Kato-Hyodo U*® et V'* (1.2.3). Posons
K =ker(F — j.j*F) et G =im(F — j.j*F); notons U™, V™ les filtrations induites de celles de Bloch-Kato-

Hyodo sur F, et désignons leurs gradués par
gt =U™ V", g =V" /U™, meN*
pour les faisceaux I, F et G. Posons également
Ymo: grg RIAF, — jiuj* gry RIAF,

Ymi: g1 RIAFy — j.j" grl" R1AF,
pour m € N*.

Lemme. Pour tout m € N*, soit an, € N tel que m + pay, > e’. Avec les notations et hypothéses ci-dessus, on a

fom g F c g’ K C ker(ym;) C gri* F

pour i € {0,1}, ou sur le premier terme on considére la structure de Oy -module (cohérent) (1.2.6) sur gri* F. En
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particulier, ker(ym;)/gr KC est un faisceau @ support dans

V\V= =V (f,g) = Spec (k[ Xo, . ... X, X2}

s+

X X X (Ko X X - X))
Démonstration. D’aprés ce qui précéde, on a
Verva=v'=D@E) cV=V(f)cY

qui, avec la filtration de Bloch-Kato-Hyodo sur F = Uqu/l*y?q, vérifient les conditions de (3.1.4) (sauf celles
de (iii.b)). Donc ker(y,;) est a support dans Y\V** = V(g) pour tout m € N*; alors ker(y,;)/gr!" K Test
aussi.
Le sous-Oy-module cohérent fo - gry' F C gry F est engendré par les formes différentielles logarith-
miques
frenz - A1 dlog @

pour x € Ox et a; € OF U {X;}_;, qui possédent des antécédents

r
i=0°

{1+ @™ fx,a,. .. sag1} € UF.

Notons B 'ouvert de X de support V. On vérifie que

{1+ wl'?f/’“”‘x, ai,...,ag_1}|ys
AU
={1+131”(lf|% X|B> Q1B - - - > Ag—1|B}
= {l +1D'I”;+Pamg_lm’”x|q;,a1|qg,. .. ,aq_lm} € Um+1m’"f|ysat C Ug/.Fleal =0.
- Foan = -1 — . L,
Donc {1 + wl’?fl’“”x,al,. ..,a4-1} € K. Ainsi, chaque fPomx . /\17:1 dlog a; posséde un antécédent dans U™/IC,

Cest-a-dire que fn -gry' F C gry K . De méme maniére, nous obtenons l'inclusion fam. gr' F C gr{" K. Les
autres inclusions sont triviales.

En particulier, sur Pouvert D(f), les inclusions deviennent des identités, donc le support du faisceau
ker(yms)/gr!" K est inclus dans V(f) pour tous m € N* et i € {0,1}. O

3.1.6 - Proposition. Soit W — X une immersion ouverte d’un ouvert quasi-compact dans un schéma formel quasi-
compact séparé semi-stable de dimension relative 1 sur O telle que W, C7 X, est une inclusion stricte. Supposons que
{p € K. Avec les notations de (1.2.3), pour tous n,q € N, les applications

H{(X,,RI2,Fy) — Hg (U, RIAFply,),

Hg (U, RIAFyly,) — Hy (X5, RI1.Fy)
sont d’image finie.

Démonstration. Comme j € K, on peut identifier R71A.F, ~ Rq/l*ufq.

Traitons d’abord le cas de la cohomologie étale usuelle. Le point crucial sera 'existence d’une filtration sur
certain faisceau intermédiaire sur U étendant RIAFyy, telle que les gradués sont des faisceaux cohérents
ou des faisceaux constructibles, ce qui donnera la finitude de sa cohomologie sur 11_3 Afin de pouvoir le
montrer, nous allons appliquer le lemme (3.1.4, iiib) a Y = X,, V = U et F = Uqu/l*,u?q muni de la filtration
de Bloch-Kato-Hyodo (1.2.3). Pour ceci, vérifions d’abord que ses conditions sont remplies. Conservons les
notations du lemme (3.1.4, iii); nous allons en fait montrer que les ker(yu;)/gr!" K pour m € N* et i € {0,1}
sont des faisceaux gratte-ciel constructibles.

Soit Z € Og, le faisceau d’idéaux définissant le sous-schéma fermé réduit V= II_X C X;. Pour tout m € N¥,
soit @, le plus petit entier naturel tel que m + pay > ¢’. Comme une conséquence directe de (3.1.5), on obtient
que

(3.1.6.1) I - gr' F C gri' K C ker(ym;) C gr}' F.
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En effet, il suffit de montrer la premiére inclusion. Comme X est semi-stable sur Ok, localement pour la
topologie étale, X admet un morphisme étale vers

Spf(OK<X0,~ .- ,Xd> /(XO o 'Xr - w))

avec 0 < r < d (ici, d est égal a la dimension relative de X sur Spf(Of), qui est égal a 1 par hypothése). Si on
al, =0 oull, =Xy, alors Z = Ox, et K=F,ouZ =0 et K = ker(ym;) = 0; le résultat est trivial dans ce
cas. On peut donc supposer que f = Xo - X; avec 0 < s < r; alors T = fOx, et le (3.1.5) implique (3.1.6.1).

Pour m € N* et i € {0,1}, le faisceau ker(yp;)/Z%" - gr]* F est cohérent et a support dans lI_S\lIiat comme
on le voit localement. Comme X est de dimension relative 1 sur O, I'ensemble [\ est une partie discréte
de points fermés comme on le voit localement pour la topologie étale; cet ensemble est fini par la propreté de
II_X sur £ (3.1.2). Ainsi, le faisceau ker(yy;)/(Z%" - gr* F) est un faisceau cohérent gratte-ciel a support dans
un ensemble fini de points fermés; il est alors un faisceau constructible car £ est une extension finie de Fp;
donc Pest aussi son quotient ker(y,,;)/gr* KC d’aprés (3.1.6.1).

Regardons d’abord les groupes de cohomologie étale. Selon les paragraphes précédents, on peut appliquer
le lemme (3.1.4, iiib) a ¥ = X, V = U et F = U'RILF), = Uqu/l*,u?q muni de la filtration de Bloch-
Kato-Hyodo (1.2.5); alors la filtration de Bloch-Kato-Hyodo induite sur G = im(F — j.j*F) = F/K se
raffine par une autre dont les gradués sont des faisceaux cohérents & support dans U, ou des faisceaux
cohérents (constructibles) a support dans \,. Notons que le faisceau RIA,Fy/F est une extension de
faisceaux constructibles (1.2.5). Donc RY4.F,/K est une extension successive de faisceaux constructibles et
faisceaux cohérents qui sont tous deux a support dans 2 ; donc sa restriction Rq/lLF/,/lﬂuT est une extension
successive de faisceaux constructibles et faisceaux cohérents. Donc le groupe Hé'é(lls,qul*Fp/lCluT) est fini ',

Le diagramme commutatif

H!(X,,R10,Fy)) —— H!(X,,R11.F,/K)

i

H (U, RIAF, /Klyp)

i

H! (W, RIAFyly,) —— HI (U, RIAF,/Kly,),

montre alors que 'application HJ (X, RI1.Fy) — Hj (U, RI1.Fply,) est d’image finie.

Passons maintenant au cas de la cohomologie étale a support compact Soit 7’ C Oy, le faisceau d’idéaux
définissant le sous-schéma fermé réduit (X;\U*)q C X;. Notons j’: X; \U, — X, F' := RIA Fp = Rq/l*up
et ' == ker(F’ — j.j”*F’). Comme précédemment, en appliquant (3.1.5), on obtient

(3.1.6.2) Z'%m g F' Cgrf K' C ker(ym,;) C grf' F/

pour m € N* et que les faisceaux ker(y,,;)/Z"*" - grj" ' sont cohérents constructibles a support dans

xs\u_s\(xx\u_s)m B TRYED

Le faisceau K’ étant a support dans X; \(% \U,) = Uy, les faisceaux cohérents Z’*n gri* 7' pour m € N* le
sont aussi. Pour m = 0, on a grl. K’ c grl. F’ pour i € {0,1}, qui sont des faisceaux constructibles, donc les
gro K’ le sont aussi. Ainsi, K’ est une extension successive de faisceaux constructibles et faisceaux cohérents
qui sont tous deux a support dans lIX, donc sa restriction IC’|II est une extension successive de faisceaux
constructibles et faisceaux cohérents. Donc le groupe Hy (2, K'[5-) est fini (voir la note de bas de page,
p- 24). Comme le support de j;j"*F’ est disjoint de 115, on a K|y, = F’|y,, et on obtient le diagramme

13. En effet, les groupes de cohomologie étale d’un faisceau cohérent sur un schéma propre sur un corps fini £ sont finis car ils sont
identifiés aux groupes de cohomologie de Zariski [3, exposé VII, proposition 4.3], qui sont de dimension finie sur £ [28, théoréme (3.2.1)].
Quant aux faisceaux constructibles, cela découle de la finitude sur un corps algébriquement clos [3, exposé XIV, corollaire 1.2] et la suite
spectrale de la descente galoisienne, moyennant le fait que les groupes de cohomologie galoisienne d’un %}-module fini sont encore finis
|51, chapitre 1, §3.5, exemples, 1))
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commutatif

Hé?,c(%S’Rq/l*Fﬁ) — Hé’:’c(%.ﬂ" K:,)

-

H (W, K )

-

Hi (W, RIAFply,) <—=— H (U5, K'y,)

qui montre que I'application Hg (W, RYA.Fply,) — Hi (¥X,,R71.F)) est d'image finie. O

3.1.7 - Remarque. La méme stratégie s’applique au cas ou X est seulement supposé log-lisse (et de dimension
relative 1) sur Ok. En effet, grace a [58, Theorem 3.3] et [58, Lemma 3.2], on se réduit au cas ou X est quasi-
log-lisse sur Ok au sens de [46, Definition 5.2]. Ensuite, par [46, Corollary 4.5, Theorem 5.4], on déduit par
comparaison « formel-algébrique » comme dans (1.2.5) une version formelle-rigide quasi-log-lisse de la filtration
du type Bloch-Kato-Hyodo, a partir de laquelle on conclut par les arguments similaires & ceux qu’on vient de
présenter.

3.1.8 - Proposition. Soit
UcX()c X)) ch---ctx(5,) ct X(6,m)=X

avec 0 < 81 < -+ < 81 =1 une chaine d'ouverts admissibles quasi-compacts qui est la fibre générique d’une chaine
d’ouverts quasi-compacts d’un schéma formel séparé semi-stable de dimension relative 1 sur Og

UcWcWyc---cU, cUy=X.
Supposons que {p € K et posons [ = dim X + 2 (donc [ = 3). Alors pourn € N et t € [1,7 +1-1], lapplication
Hg (X (6:41).Fp) — H{ (X (6,).Fp)
est d’image finie, et, si de plus il existe une compactification X — X', Uapplication
Hg (X (60).Fp) — Hg (X (6141).Fp)
est aussi d’image finie.

Démonstration. On a RT'¢(Y;,RA.—) = RI¢((Y,),—) pour tout schéma formel admissible ¥ sur Og par défini-
tion de RA.. Donc pour tout ¢ € [1,7], on dispose des suites spectrales convergentes compatibles suivantes :

By = Hi(We),, R4, Fp) == Hy (X (6,1),Fp)

l l

Ey! = Hi((W,)s, RIAFy) == H," (X (6,).F))

ou A : Xy — Xor = (X;)a est la projection de sites. La page Ey est concentrée en degrés j € [0,dim X +1] =
[0,/ —1], donc il en est de méme pour la page E,. Comme dim X = 1, chacune des fléches verticales de
gauche est d’image finie d’aprés (3.1.6). On en déduit par lemme (1.1.5) que pour tous z € N et £ € [L,r +1-{],
application Hj (X (6.47),Fp) — HJ(X(6,),Fp) est d’image finie.

Quant 4 la cohomologie étale a support compact, en présence d’une compactification ¥ < X, pour toute
immersion ouverte ¢: Y < X, on a des équivalences

RTeo(9s,RA.-) = RTe(D,, 13 RA.~) = RTe (D, RAutyp=) = RUe(D,, =) = Rl (9. -)

14. D’apreés le théoréme de compactification Nagata, cette compactification existe si X est le complété p-adique d’un schéma algébrique
X sur Og ; en effet, on peut choisir une compactification X < X sur Ok, puis en prendre le morphisme de schémas formels associé.
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ou la deuxiéme est due a [31, Corollary 3.5.11 (ii)]. Donc pour tout ¢ € [1,7], on dispose des suites spectrales

convergentes compatibles suivantes

E) = Hj, (W) RI1.Fy) == H,[/(X(5,).F))

etc ét,c

! l

E;J et c((qu)s,R]/l Fp) —— HH] (X((SHI)’F/’)

étc
a partir desquelles on conclut comme précédemment. O

La preuve a montré en fait que :

3.1.9 - Corollaire. Sila proposition (3.1.6) vaut en dimension d, alors il en est de méme pour la proposition (3.1.8). O

3.2 Cas des courbes lisses

Nous présentons dans cette section une preuve de la conjecture (0.6) pour les courbes lisses et pour la
cohomologie étale usuelle (voir le théoréme (3.2.5)), ce qui demandera quelques préliminaires sur les modéles

potentiellement semi-stables pour les courbes [10].

3.2.1. Compactification lisse et modéles compatibles pour les courbes. Soit X un affinoide rigide lisse de
dimension 1 sur K. Construisons une variété rigide projective lisse X qui contient X comme un ouvert affinoide
admissible. Pour cela, commencons par algébriser X. Comme X est le spectre d’une algébre de Tate sur K,
il en existe un modéle formel affine X admissible sur Ok, nécessairement rig-lisse. On peut donc I'algébriser
comme un schéma affine X218 = Spec A admissible sur Og dont la fibre générique X s _ = Spec Ak est lisse sur
K [54, 2.1.2, Theorem 3.1.3].

Construisons maintenant une compactification lisse X de X. Comme X est une courbe algébrique affine
lisse sur le corps parfait K, elle admet une unique compactification X sur K : c’est une courbe algébrique
projective lisse sur K qui contient X, 8 comme un ouvert dense [52, ], et elle est unique par le
critére valuatif de séparation. En prenant des espaces analytiques associés (dénotés par (—)™8), on obtient

) _ T 1.\ lig
X =%, = (X)), € (X% < X = (x.%)

comme voulu (la premiére inclusion dépendant du modéle entier algébrique A4; voir par exemple [31, (0.7.6)]).

En prenant un modéle projectif admissible de X, 8 sur Ok et puis son complété p-adique, on obtient un
modéle formel projectif admissible X de X.

Soit {U; }ier une famille finie d’ouverts admissibles quasi-compacts de X. On la compléte en un recou-
vrement admissible de X formé d’ouverts quasi-compacts. D’aprés la théorie de Raynaud [9, §8.4, Lemma 5],
ce recouvrement, quitte a faire un éclatement formel admissible a X, provient d’'un recouvrement ouvert de X
contenant une famille {;};c; de modéles formels (admissibles) de {U; };er.

3.2.2 - Lemme (Modéles semi-stables compatibles). Soit X un affinoide rigide lisse sur K de dimension 1. Soit
{Ui}ier une famille finie douverts admissibles quasi-compacts de X . Alors il existe une extension finie K’ de K
telle que les immersions ouvertes (U;) g — Xg+ proviennent des immersions ouvertes de schémas formels semi-stables
W; — X sur Og-.

Démonstration. Par (3.2.1), on obtient une compactification projective et lisse X pour X, un modéle formel
admisssible projective X de X, et un recouvrement ouvert fini de X contenant {l;};c; U {¥X} qui induisent sur
les fibres génériques U; € X C X. Ce recouvrement ouvert de X donne tout de suite un recouvrement formel
{Vi}ier de X [10, p. 851, dernier paragraphe]. Rappelons que pour tout recouvrement formel ¥ de X, on peut
lui associer I'unique modéle formel X 4 en recollant les Spf(O°(V;)) pour V; € 7.

Dans la suite, on démontrera que tout recouvrement formel ¥ peut, potentiellement aprés une extension
finie du corps de base, étre raffiné a un recouvrement formel 7 tel que le modéle X 4+ associé soit semi-stable.
Ce raffinement correspondera alors & un morphisme de schémas formels Xy — Xy (éclatement formel). Et
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les images réciproques des i; C X fourniront les modéles semi-stables compatibles souhaités (par abus de
notation).

Il suffit de trouver un tel recouvrement pour Ui - X;, puisqu’un tel recouvrement sera défini sur une
extension finie de K grace a [10, Proposition 1.4].

On suit maintenant de prés la preuve du théoréme [10, Stable Reduction Theorem 7.1].

Rappelons quelques notations :

— On note désormais C = X= la courbe projective et lisse.
— Soit ¥ un recouvrement formel de C, on note

JT:C—>5;

I'application de réduction.
— Pour tout ¢ € Cy, on note

Ci(9) =n""(g)

la fibre formelle, qui se compactifie, en recollant des disques fermés le long de couronnes, en une courbe
lisse et propre C? [10, Definition 4.4] de genre g(C7). La notation dans Joc. cit. est

C? = Cu(q) U ]_[ El,.
ny

Par exemple, si ¢ est un point lisse, alors C.(g) est isomorphe a un disque ouvert et on peut donc le
compactifier, en recollant un disque fermé, pour obtenir une courbe isomorphe a P qui est de genre 0;
si ¢ est un point double, alors C,(¢) est isomorphe a une couronne ouverte et donc se compactifie en P!
en recollant deux disques fermés — en fait, ces propriétés les caractérisent [10, Theorem 5.5]. Quant a
la preuve du théoréme, il s’agit alors de raffiner le recouvrement formel afin que les C;(¢) soient parmi
ces deux types.

— Notons

v(C.7) = max{g(C?)}.
q€Cy

Posons 7 le recouvrement de C obtenu par extension scalaire de celui du début de la preuve.

D’abord, quitte a raffiner %, on peut supposer que y(C,?y) = 0. En effet, d’aprés [10, Proof of 7.3, Step
1], a partir d’un recouvrement formel arbitraire ¥* de C, on peut en construire un raffinement % tel que
v(C, %) < y(C,?) dés que ce dernier est > 1 (2 étant construit en subdivisant « ’adhérence de C;(g) » pour
q tels que g(C?) = y(C,7)). Ensuite, pour tel %, on a [10, Theorem 5.5]

C(g) ~P\| [ D

i€l,

Rappelons que #1I; = 1si et seulement si ¢ est un point lisse, #I;, = 2 si et seulement si ¢ est un point
double. Suivant [10, Proof of 7.3, Step 2], quitte a subdiviser encore « 'adhérence de C.(¢) » pour ¢ singuliers,
la cardinalité de tout /, se rend < 2. Ainsi, tout point singulier ¢ est un point double et le modéle Cvy; est
semi-stable. O

3.2.3 - Remarque. Une preuve alternative repose sur les études soigneuses de la strucutre des courbes analy-
tiques [22, chapitre 5 et 6] (au sens de Berkovich). On peut toujours trouver un sous-ensemble sommital .S de
XBerk contenant les 0" U; et 0™ X [22, (6.3.17), (6.4.1)]. Alors le modéle semi-stable associé ¥ := (X, Alt(S))
et ses ouverts U; := (U;,Alt(S N U;)) conviendraient [22, Proposition (6.3.19)]. La preuve de ceci est du méme
esprit que celle de [10] mais dans le langage de Berkovich; en effet, ’ensemble sommital .S correspond & un
atlas affinoide formel, qui n’est autre qu’un recouvrement formel au sens de Bosch-Liitkebohmert [10, p. 351,
dernier paragraphe], le modéle formel duquel est X.

3.2.4 - Remarque. Soient K’ et U; — X comme dans la conclusion de (3.2.2). Soit K" une extension finie
de K’. Alors il existe des immersions ouvertes de schémas formels U} — X’ semi-stables sur Og~ induisant
sur les fibres génériques les immersions ouvertes (U;)g» — Xg~. En effet, le schéma formel X ®¢,, Ok~ étant
localement étale sur Spf (Ox(Xo,Xi) /(XoX1 — wlm{,,)) (ou Ton note m I'indice de ramification de ’extension
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K" /K’), il suffit d’effectuer des éclatements formels admissibles du type [52, | en les points

singuliers.

3.2.5 - Théoréme. Soit U C' X une inclusion ouverte stricte de courbes affinoides rigides lisses sur K. Alors pour
tous n,m € N, Uapplication induite H(X,Z/p™) — HL(U,Z/p™) est d’image finie.

Démonstration. Fixons un n € N.
(i) Tout d’abord, par dévissage 0 — Z/p™! LN Z/p™ — Z/p — 0 comme dans I’étape de réduction (ii)
de la preuve de (2.2.6), on se raméne au cas ou m = 1.
Traitons désormais le cas m = 1.
(ii) Posons
r=(m+1)(dimX +2) =4(n+1).

Par ’hypothése de I'inclusion stricte, on peut prolonger U C X en une chaine d’ouverts admissibles quasi-
compacts

UcX()cX(6y)Cc---CcX(6,) CX(6r41)=X

avec 0 < 01 < +++ < d,1 = L. Par le lemme (3.2.2) (comme on est en dimension 1), il existe une extension finie
de corps K’/ K telle que le changement de base vers K’ de cette chaine d’inclusions est induite par une chaine
d’ouverts quasi-compacts d’un schéma formel semi-stable sur Og-

UcUcUyc---cU, cU,,;=X.

D’aprés la remarque (3.2.4), quitte 4 agrandir K’, on peut supposer {, € K’ et que extension K'/K soit
galoisienne.
iii) Soit / = 3 comme dans la proposition (3.1.8). Il s’ensuit de loc. cit. que pour ¢ € [1,7r+1-/|, Papplication
iii) Soit / = 3 dans la proposition (3.1.8). Il 8’ it de / que p [L,r+1-1], Pappli
H} (X (040K, Fp) — HF (X (6:)k,Fp) est d’image finie.

(iv) Il reste la descente galoisienne. On a les suites spectrales convergentes compatibles suivantes :

E)) = H (G, HL(X (6,305, Fp)) == H7 (X (5,41).F))

(3.2.5.1) l l

Ey = H (G, HL(X (65 .F)) == H,/ (X (6,).F)

ou G = Gal(K’/K). Chacune des fléches verticales & gauche est d’image finie d’aprés ce qui précéde et le fait
que tout groupe de cohomologie H*(G,—) d’'un G-module fini est fini. On en déduit par lemme (1.1.6) que pour
tout ¢ € [I,7 +1— (n +1){], Papplication H} (X (6;+(ns1)1).Fp) — HJF(X(6,),F,) est d’'image finie. O

3.2.6 - Remarque. Le nombre r dans la preuve dépend de z, mais on peut aussi le rendre indépendant de
n. Pour cela, on remarque que Hg (X (6;)c,F,) est concentré en degrés ¢ < dim X +1 par [6, Theorem 7.3]
(ou méme concentré en degrés ¢ < dim X par [23, Theorem 1.7]; si I'on utilise [31, Corollary 2.8.3] au lieu
de la premiére référence, on obtiendra la borne 2dim X a la place de dim X + 1)), et que la p-dimension
cohomologique de ¥ est cdp¥x = 1+ cdp¥} = 2 par [5], chapitre II, §4.3, corollaire de la proposition 12].
Alors les suites spectrales (3.2.5.1) sont concentrées en degrés

0<j<(dimX+D)+2=1[+1

Ainsi, les filtrations spectrales sur 'aboutissement sont de longueur au plus / + 2. Donc, cette fois-ci, en
appliquant récursivement / + 1 fois (au lieu de z fois) le lemme (1.1.4), on obtient que, pour tout # € N et tout
t € [Lr +1~ (I +2)l], Papplication HJ (X (0.4(142)1).Fp) — HY(X(5,),F)) est d’image finie. On aurait pa
poser 7 := ({ +2)[ =15.

3.3 Cas des courbes générales

Pour pouvoir démontrer la conjecture (0.6) pour les courbes non nécessairement lisses (voir le théoréme

(3.3.14)), nous allons encore recourir au résultat du cas semi-stable, mais cette fois par la méthode de I'hyper-
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descente en utilisant une certaine résolution des singularités en caractéristique mixte.

Existence de modéles formels d’'une immersion ouverte

3.3.1. Compactification et modéles compatibles. Soit X un affinoide rigide lisse sur K. Présentons une
variante de (3.2.1) : construisons une compactification X de X. Contrairement a (3.2.1), la lissité de la compac-
tification ne sera plus requise ici, si bien que X n’est plus nécessairement de dimension 1. Comme dans loc. cit.,
X admet un modéle formel admissible affine qui est le complété p-adique d’un schéma affine X*¢ = Spec 4

admissible sur O. De plus, il existe une immersion ouverte de X% dans un schéma X?¢ admissible et pro-
jectif (pas nécessairement lisse) sur O ; en effet, on peut plonger X?!8 dans un espace projectif sur Ok, puis y
prendre adhérence schématique de X%, Le schéma X2 est en particulier séparé. Par complétion p-adique,
on obtient une immersion ouverte quasi-compacte de schémas formels admissibles sur Og

— —\ A
X = (X)) cX:= (Xalg) )
p
En prenant la fibre générique rigide, on réalise X comme un ouvert affinoide admissible dans I’espace rigide
projectif sur K

XcX:= (%),7.

Soit {U; }icr une famille finie d’'ouverts admissibles quasi-compacts de X. Il existe alors, d’aprés la théorie
de Raynaud comme dans loc. cit., quitte a effectuer un éclatement formel admissible de X, une famille {2[;};¢7
d’ouverts de X induisant la famille {U;};es sur les fibres génériques.

3.3.2 - Lemme (Algébrisation d’éclatements formels admissibles). Léclaté formel admissible d’un schéma formel
admissible de la forme X = (Xalg);,\ (ot X8 est un schéma algébrique localement de type fini et plat sur Ok)
relativement d un idéal (ouvert) & C Oy est défini algébriquement.

Démonstration. 1 suffit de montrer qu'il existe un idéal ¢ C Oy tel que & = 3 . Ox. Pour cela, on
peut définir .#*8 comme I'image réciproque de . par le morphisme Oy - Ox/p"Ox S ix(Ox/p"Ox) pour
certain n tel que p"Ox C & (qui existe localement), ou .¥ = ker(Ox — i.(Ox/.¥)), o i est le morphisme
(X,0x) — (X,0x) d’espaces topogiquement annelés. En effet, on vérifie localement que le complété formel
de 78 est 7. O

Ainsi, tout éclatement formel admissible de X provient d’un éclatement algébrique admissible de X?'s.

Hyperrecouvrement par des semi-stables

Avant d’exercer ’hyperdescente et d’apporter la touche finale a la preuve, il faudrait préciser les catégories

ou les hyperrecouvrements seront construits.
3.3.3. Travaillons avec les catégories suivantes :

— la catégorie Schz(‘gdjf{n des schémas admissibles (c’est-a-dire plats et localement de présentation finie) séparés
sur Spec(Ok),

— la catégorie FSch?gI’{n des schémas formels admissibles (3.0.1) sur Spf(Ok),

— la catégorie Rig, des espaces rigides sur K.

Dans chacune d’entre elles, les produits finis et les produits fibrés existent (les objets finals étant respectivement
Spec(Ok), Spf(Ok) et Sp(K)), donc toutes les limites finies existent. Plus précisément, le produit fibré dans
Sch%()i;n est localement donné par (4 ®¢ B)/(4 ®¢ B)[7*], celui dans FSche(‘g[‘(n par (A®¢B)/(A®¢B)[7™], et
celui dans Rigy par A®¢ B (ou ce dernier ® désigne le produit tensoriel complété d’anneaux Banach p-adiques).
En plus, les sommes finies y existent aussi, sont disjointes et universelles '°.

On considére les foncteurs

=) (-,
(3.3.31) Schig™ " FSchi™ ' Rigy.

15. Termininologie de [3, exposé V bis].
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3.34 - Lemme. Les foncteurs (—); et (=) ci-dessus commutent aux limites finies.

Démonstration. Ceci revient a dire qu’ils commutent aux produits fibrés et aux produits finis. On le vérifie par
exemple pour (—);]\: Sch"g;:' - FSch?g;l et (—)y: FSch?g;nAﬁ Rigy. Tout d’abord, notons que le foncteur (—);]\
est localement donné par I'application Spec(A4) +— Spf(4), tandis que le foncteur (-), est localement donné
par Spf(4) — Sp(4[ ,%]). Vérifions qu’ils commutent aux produits fibrés.

Quant au second foncteur, on a

Spf(A)y Xspic), SPE(B), = Sp(A[51) Xsp(cl4]) Sp(Bl3))
= SP (A[%]‘g’C[IlJJB[%])
= Sp ((4&cB)[51)
= Spf(A&¢B),.

Quant au premier, on aura besoin du lemme suivant.

3.3.4.1 - Lemme. Soient R un anneau et f € R. Soit M un R-module de comple’le’ﬂ = l(inn (M/]f"M). Alors on
a un complexe

0 = M[f®] - M — M/M[[~] — 0.
1l est exact d gauche et @ droite. Il est exact au milieu si de plus M de f* -torsion bornée (c’est-a-dire, si M[f*] =

M fN] pour certain N € N).

En particulier, si R est un anneau noethérien et M est un R-module de type fini, la suite est exacte.

Démonstration. Ona (M /M[f*])[f*] = 0, donc la suite courte est un complexe. Elle est exacte a gauche par
construction, et est exacte a droite car la complétion f-adique (classique) préserve les morphismes surjectifs
[52, (2)]- Si de plus M[f] = M[fN], alors pour tout élément (%), € M qui sannule dans
MM[f*)], ona que x, € f"M +M[fN], dou f¥x, € f*M, donc (%), € M[fV]. o

Gréace a ce lemme-ci, on obtient

A

(Spec(4) Xspec(c) SPeC(B));,\ = Spec (4 ®c B)/(4®c B)[p7]),
= Spt ((4 ®c B/ (A ¢ B)[p)
= Spf (A ®c B)/(4®c B)[p~]
= Spt ((48B)/ (485 B) (™))

= Spf(/?) Xspf(('f) SPf(E),

ou la troisiéme identité découle du lemme précédent. O

3.3.5. Rappelons des notations pour les objets simpliciaux (augmentés) (cf. [3, exposé V, §7.1], [17, §5.1]).

Pour tout n € N U {-1}, notons [n] Pensemble fini totalement ordonné [0, z]. Soit A* la catégorie ayant
pour objets les [z] avec n > —1, et pour les morphismes les applications croissantes entre les [z]. Soit A € A* la
sous-catégorie pleine d’objets les [r] avec n > 0. Pour m € N, notons A, C A (resp. A}, € A*) la sous-catégorie
pleine d’objets les [z] avec n < m.

Pour toute catégorie C, un objet simplicial (resp. objet simplicial n-tronqué, objet simplicial augmenté, objet
simplicial n-tronqué augmenté) de C est un objet X, de la catégorie Hom(A°,C) (resp. de Hom(A,},C), de
Hom((A*)°P,C), de Hom((A},)°P,C)) des foncteurs; un morphisme d’objets simpliciaux est un morphisme de
foncteurs dans la catégorie correspondante. Pour un tel objet X,, notons X, 'image de [m] dans C, et notons
Xe<m sa restriction sur la sous-catégorie pleine d’objets les [z] avec # < m. Enfin, pour z > —1, notons

cosq,, Hom(A,?,C) — Hom(A,C)

le foncteur cosquelette d’ordre n [3, exposé V, définition 7.1.1] (dans le cadre relatif, par exemple pour des objets
simpliciaux augmentés vers une base, voir [17, (5.1.3))).

3.3.6 - Corollaire. Les foncteurs (—);,\ et (=), (3.3.3.1) commutent aux foncteurs cosquelette cosq,, correspondants.
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Démonstration. Ceci découle aussitot du lemme (3.3.4) grace a ’expression [3, exposé V bis, (3.0.1.2)] (voir aussi
[52, ]) des foncteurs cosquelette comme les limites finies

(cosq,Xe<n)[m] = lim  X.cyp
(A/ )<n

pour m > n, o la limite est prise dans la catégorie des fléches de but X|_yj. O

3.3.7 - Corollaire. Soit (Y)lel un diagramme fini d’objets dans Schadm Si X — lim;ey Y; est un morphisme propre
et surjectif d'objet dans Sch®3 o » alors le morphisme induit (XA),, — hm,eI ((Y)p est aussi propre et surjectif-

Démonstration. Le composé (2.0
X}y = lim ((Y; A) lim Y,
( p )7] - z'lenll ( l)p (1m )p )

est la fibre générique rigide du morphisme propre et surjectif X — lim;c; Y;. Il est donc propre et surjectif par
[31, Proposition 1.9.6, Lemma 3.7.3]. o

3.3.8. Pour clarté, rappelons un théoréme [47, Theorem 1.8/Theorem 2.9 (1)] sur Pexistence d’un modéle
potentiellement semi-stable pour tout log-schéma log-lisse de type fini sur un anneau de valuation discréte
Ok.

Pour toute extension finie séparable L/K, munissons leurs anneaux des entiers Og et Oy de la log-
structure canonique (voir la note de bas de page, p. 8). Pour tout log-schéma X fin et saturé (ou f5, cf. [47, §L11]
ou [34, 1.6]) sur Ok, notons X®l(gi Oy, le changement de base dans la catégorie des log-schémas fins et saturés.
I1 est obtenu en rendant fin et saturé le changement de base dans la catégorie des log-schémas [47, paragraphe
avant Theorem 1.8]). Par exemple, soit P «<— R — Q une carte des morphismes X — Spec(Og) <« Spec(Or.)
de log-schémas (avec P, Q, R des monoides fins et saturés). Notons P8P « R8P — (%P les morphismes induits
entre les groupes abéliens associés, et PSP +gg Q8P la somme amalgamée. Soit enfin P +5%' Q le monoide
obtenu comme le saturé de I'image du monoide P @ Q dans la somme amalgamée PSP +pep Q8P. Alors, on peut
identifier

X 858 O = (X 80, O1) ®zpeg) Z[P +5" 0].

Dans le cadre des log-schémas fins et saturés, on dispose également d’une notion de log-éclatement.
D’aprés la construction rappelée dans [47, §2.1], un log-éclatement est en particulier un morphisme projectif et
log-étale.

Théoréme (Saito, cf. [47, Theorem 1.8/Theorem 2.9 (1)]) Soit X un log-schéma log-lisse et de type fini sur un
anneau de valuation discréte Ok, il existe un entier m > 1 tel que, pour toule L extension finie séparable sur K
d’indice de ramification divisible par m, il existe un log-éclatement f - W — X® . O tel que Uy = f YUxr) —
Ux 1 = Ux ® L est un isomorphisme et que (W,Uy) est semi-stable sur Oy, oi UX = Xuyiv et X ®O Oy est le
log-schéma saturé de X ®o, Of.

3.3.9 - Corollaire. Pour tout schéma X de type fini séparé et plat sur Ok, il existe une extension finie séparable L
de K un morphisme projectif et surjectif W — X avec W semi-stable sur Oy,

Démonstration. D’aprés [55, Theorem 1.2.9/Theorem 4.3.1 (ii)] (comme X est supposé de type fini et séparé sur
Ok), il existe une extension finie K’ de K de degré une puissance de p et une altération projective b: X’ — X
de degré une puissance de p telles que W avec la log-structure définie par sa fibre spéciale est un log-schéma
log-lisse sur Ok-.

Ensuite, le théoréme précédent fournit une extension L de K’ et un morphisme projectif et surjectif
W — X’ avec W semi-stable sur O;. En effet, soit f: W — X’ ®1(;i Or le log-éclatement fourni par
le théoréme, qui est en particulier projectif. De plus, f est surjectif puisqu’il est fermé et que son image
contient Uy qui est dense dans X (car X est un log-schéma log-régulier localement noethérien; voir [45,
Proposition 2.6]). Par ailleurs, étant la saturation d’un log-schéma fin, le morphisme de schémas sous-jacents
p: X' ®1(gi Or — X’ est fini surjectif. La modification désirée est alors le composé fop: W — X'. O

3.3.10 - Proposition (Construction d’hyperrecouvrement d’un espace rigide venant d’'un modéle algébrique).
Soit X?'8 un schéma de type fini séparé et plat sur Og. Il existe une suite {K,},;en d’extensions finies de K contenant
{p et un objet simplicial Xflg de Sche(‘g;{n augmenté sur X*¢ tel que
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(i) pour tout n € N, chaque composante connexe du schéma X[aﬁ est semi-stable sur Ok, pour un certain t € [0,n],
avec t dépendant de la composante connexe de X[aﬁ;
(ii) pour tout t > —1, le morphisme

(3.3.10.1) X[, — (cosq, XiE)mm

est projectif et surjectif.

Démonstration. Suivons le procédure inductive décrite dans [17, 6.2.5] pour la construction.

Définissons d’abord

alg _ yralg
X[—u = X8,

Pour le prochain niveau : selon (3.3.9), il existe un morphisme projectif et surjectif W — X avec W
semi-stable sur O, pour une extension finie Ky de K. On peut supposer que {j € K. Posons alors
alg
X =W
avec la fleche W — X?!8 comme ci-dessus. On obtient ainsi un objet simplicial 0-tronqué o-scindé '° de Sch?g;(n

augmenteé

alg alg
Ko = X5y

. . 1 . . s . s 1z p
Supposons qu’on ait construit X, sgn un objet simplicial n-trogque o-scindé de Sch?gd;n augmenté sur X8
tel que pour tout ¢ € [0,n], chaque composante connexe de Xmg est semi-stable sur Ok, pour un certain

¢’ € [0,¢], et que pour tout ¢ € [-1,z — 1], le morphisme (3.3.10.1) est projectif et surjectif. Notons
1
W = (cosanngn)nH,

qui est encore séparé car le produit fibré et le produit, donc ainsi que les limites finies dans Sch%il'{", préservent
la séparation. Il existe alors par (3.3.9) un morphisme projectif et surjectif W’ — W avec W' semi-stable
sur Og,,, pour une extension finie K,,; de Ky. On peut supposer que {p € Kyy1. D’aprés [3, exposé V bis,

roposition 5.1.3], il existe Xalg un objet simplicial (7 + 1)-tronqué o-scindé de Schd™ étendant Xalg tel
p p o<n+l .] p q Ok o<n
N alg L

que NX[a;i] ~ W', En particulier, X

composante connexe est semi-stable sur I'extension finie K; de K contenant {, pour certain ¢ € [0,n]. Le

est la réunion disjointe de W’ et d’autres schémas dont chaque

morphisme (3.3.10.1) pour ¢ = n est alors projectif et surjectif.

Par récurrence, on obtient un objet simplicial X, s ¢ Simp(Sch"(‘g['(") vérifiant la condition (i) et (ii) dans
I’énoncé. O
3.3.11 - Corollaire. Soit X8 un schéma de type fini séparé et plat sur O et soit X,alg vérifiant la conclusion
de la proposition (3.3.10). Notons X (resp. X.) la fibre générique rigide de X8 (resp. X.alg). Alors X, forme un
hyperrecouvrement de X pour la v-topologie.

En plus, pour tout n € N, le morphisme X[,] — X est projective.

Démonstration. En prenant la fibre générique rigide, on obtient un objet simplicial X, de Rig, augmenté sur
X. C’est un hyperrecouvrement pour la v-topologie si et seulement si pour tout ¢ > —1, le morphisme

(3.3.1L1) Xi141] = (cosq, Xe<s)[141]

est un recouvrement pour la v-topologie [35, Definition 3.5.4] 7. Ceci est vrai car il est propre et surjectif par
[31, Proposition 1.9.6, Lemma 3.7.3].

16. Nous renvoyons a [3, exposé V bis, définition 5.11] pour la notion d’étre o -scindé et la notation N (cf. aussi [17, §6.2], ou la
terminologie employé est « s-scindé » et N (—)).
17. Si on préfére la définition de la v-topologie pour les diamants [49], on obtiendra la méme v-descente au final, puisque l'on a

i3

1 )et par [49, Lemma 15.6], et que le foncteur diamond

des homéomorphismes |X[,]| =

X[Ot]) et des équivalences de sites (X[;))et = (X,

(=)°: Rigg — Diamant commute aux produits fibrés par définition.
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La derniére phrase de 'énoncé concernant le morphisme X[,] — X s’ensuit des faits que la projectivité
est stable par produits fibrés et que toute section d’un morphisme projectif est encore projective; voir la
démonstration de [15, Corollary 4.14]. ]

Hyperdescente

3.3.12. (Hyperdescente) Soient S un site et C une oo-catégorie présentatble. On dit qu’un préfaisceau F sur
S a valeurs dans C vérifie la descente (resp. ’hyperdescente), ou que F est un faisceau (resp. hyperfaisceau), si
pour tout hyperrecouvrement de Cech (resp. tout hyperrecouvrement) U, — U dans S, la fléche naturelle

FU) — li£1]-'(U.)

est une équivalence. Notons Shv(S,C) (resp. Shv™P(S,C)) la co-catégorie des faisceaux (resp. sa sous-catégorie
pleine des hyperfaisceaux) sur S a valeurs dans C. Par exemple, pour C = Spc, tout faisceau tronqué est un
hyperfaisceau [40, Lemma 6.5.2.9]'®, ainsi pour tout faisceau d’ensembles (ou de groupes abéliens) F sur S, le
préfaiseau U — RI'(U,F|y) est un hyperfaisceau.

En particulier, pour tout diamant Y (par exemple pour ¥ = X° avec X € Rigy [49, Lemma 15.6]) et pour
tout faisceau de groupes abéliens F sur Yy, le préfaisceau RI'((—),, v} F) vérifie la v-hyperdescente pour les
diamants, ou 'on dénote par vy le morphisme de sites Y, — Yz. En effet, soit Y, un hyperrecouvrement de ¥
par des diamants dans Y;; on a RI'(Yee, 10 F) = RU(Y,,, vy 10 F) = RI(Yey,myvy F) selon [49, Section 14].
En plus, on sait que RI'((-),, v} F) vérifie la v-hyperdescente d’aprés ce qui précéde, car vy, F est un faisceau
sur Y.

3.3.13 - Proposition. Soit X un espace rigide sur K avec un hyperrecouvrement X, par des espaces rigides sur K.
Supposons qu’il existe une immersion ouverte X C X avec X un espace rigide propre sur K, et que X, provient par
restriction d’un hyperrecouvrement Xo de X tel que pour tout n € N, le morphisme 7, X [,] — X soit propre. Alors
pour tout faisceau de groupes abéliens F sur Xz, la fléche naturelle

Rl (X, F) — Rlién RTet(Xe, 7, F)
est une équivalence.
Démonstration. Les morphismes propres m, induisent des morphismes compatibles
RTeo (X, F) = Rl (X, 707ty F) = RUet o (X, 7y, F) = RUet o (X[n), 70 F)s
fournissant ainsi la fleche naturelle dans I'énoncé. Par ailleurs, les composés
RTeo (X, F) = RTa(X, i F) = RUa(X T T i F) = RUet(X T jui, F) = RUst(X (), jut, F)

- . A . ~ . < (
définissent les mémes morphismes (i une homotopie prés) .

Pour montrer I’équivalence, notons j: X — X I'immersion ouverte dans I’énoncé et par j, son change-

18. La notion d’hypercomplétude est définie juste avant le lemme cité, et il s’avére [40, Theorem 6.5.3.12] qu’il s’agit aussi de la
descente par rapport aux hyperrecouvrements.
19. En effet, il suffit de remarquer le diagramme commutatif suivant

R4 (X, F) —— RTe o (X, mpemt, F) ~ Rl (X, mpmyF) ~ RFét,[(X[,,],zr;;}‘)
12 13 14
RTa (X, ) F) — RUe(X, jimgunti F) =  RUa(X, jimpmiF) R
\ R
RTe(X Ty jiF) = RUa(X, T jmmy F) = RUe(X (5], juimy F).
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ment de base vers le niveau [z] € A. On a

RTs (X, F) =~ RUs (X, ji.F)
~R 11m RT(X (0] T 1 F)
~R 11m RFet(X [n]> Ju! Ty ~F)
~ R Rre X
[nl]rgA te( [2]> 7T nF)

ou le deuxiéme isomorphisme vient de la v-hyperdescente (3.3.12) pour la cohomologie étale. O

Démontrons maintenant le théoréme principal de cet article.

3.3.14 - Théoréme. Soit U C' X une inclusion ouverte stricte de courbes affinoides rz'gz'des sur K. Alors pour
tous n,m € N, les applications induites Hj (X, Z/p™) — HI(U,Z/p™) et HG (U,Z[p™) — H (X, Z/p™) sont
d’image finie.

etc

Démonstration. Fixons un n € N. On se réduit au cas m = 1 comme dans I'étape (i) de la preuve du théoréme
(3.2.5). Supposons désormais que m = L.
Posons
r=(n+1)(dimX +2) =3(rn+1).

Par ’hypothése de I'inclusion stricte, on peut prolonger U C X en une chaine d’ouverts admissibles quasi-
compacts

(3.3.14.1) UcX()c X)) ch---cTX(6,) c X(6,1) =X

avec0 <91 <--- <6,y =1

Supposons d’abord que X est lisse sur K. Par (3.3.1), il existe un schéma algébrique X% de type fini
(séparé) et plat sur Ok et une compactification projective X2 de X% sur Ok tels que la chaine d’inclusions

(3.3.14.1) est induite par une chaine
— —\ A
ANcWclyc-—-clU,cU, =% := (Xalg);,\ cX:= (Xalg)
b4

d’ouverts quasi-compacts du schéma formel admissible projectif X sur Og. Soit X2, un objet simplicial dans
Sch"(‘f)i;(n augmenté sur X donné par la proposition (3.3.10). Ensuite, posons

X, = (Xalg.); .

Lobjet simplicial
Xe = (%),

est un hyperrecouvrement de X dans Rig, pour la v-topologie (3.3.11). Par changement de base, on obtient des
morphismes simpliciaux

U, € (Upe € (Ug)e C -+ C (U)o € (Uppr)e = Xe C Eo

induisant aux fibres génériques (les inclusions strictes étant préservées par le changement de base propre [3],
Lemma 1.10.17, iii), iv)])

U.c (U)e " (Uy)e ' - T (U)o < (Ups1)e = Xo € X,

qui sont respectivement des hyperrecouvrements de (3.3.14.1). D’aprés la v-hyperdescente (3.3.12) resp. (3.3.13),
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on a le diagramme commutatif suivant

w ——— Rl4(Ups1,F)) ———— RTa(U,Fp) ———— -+

L L

<+ —> Rlimy Rrét((UtH)qu) — RlimARFét((l]t)-an) —_— o,
resp. le diagramme commutatif

oo = Rle (U, Fp) ————— Rle (Ui, Fp) ——— -

b b

o+ — Rlimp Rl ((Up)e,Fp) —> Rlimp RT¢ ((Ups1)e, Fp) —> ---,
ou la seconde ligne est la limite simpliciale des morphismes
4 Rrét((ljt+l)Ost) - Rrét((Ut)qu) —

resp. des morphismes
i Rrét,c((Ut)-,Fﬁ) - Rrét,c(([]tﬂ)-,F[i) e

Enfin, posons [ := dim X +2 = 3. D’aprés la proposition (3.1.8), a chaque niveau [z] € A, pour tout m € N
et tout ¢ € [1,7 +1— /], Papplication

H (Uis)n),Fp) = Hg (Up) (a1, Fp)  resp. H (U (a),Fp) — He o (Ui [n],Fp)
est d’image finie. Il résulte alors du lemme (1.1.10) que pour tout # € N et tout ¢ € [1,r+1—-(n+1){], Papplication
Hé': (X(5t+(n+1)l),Fp) - Hé,: (X(ét),Fp) resp. Hé,‘z,c (X((St),Fp) — Hé,:,c (X(61+(n+1)l)an)

est d’image finie.

Pour finir, il reste a traiter le cas général ot X n’est plus nécessairement lisse. I se réduit de maniére
similaire (par hyperdescente) au cas de X lisse, grace au résultat de désingularisation fonctorielle de Temkin
pour les espaces analytiques rigides quasi-compacts [53, Theorem 5.2.2]. O

3.3.15 - Corollaire. Si la proposition (3.1.6) vaut en dimension d, alors il en est de méme pour le théoréme (3.3.14).

Démonstration. Ceci découle de la preuve du théoréme, ot 'on s’est réduit au cas semi-stable afin de pouvoir
appliquer, a la tout derniére étape, la proposition (3.1.8), laquelle est & son tour impliquée par la proposition

(3.1.6) d’apres (3.1.9). O

A Cas de Stein a réduction semi-stable

Sans avoir pu établir la conjecture (0.6) dans toute sa généralité, on ne peut pas en déduire la profinitude
pour un espace Stein lisse arbitraire de dimension > 1 sur K. Cependant, si I'on dispose d’un modéle formel

semi-stable Stein global au sens suivant, on aura également la profinitude.

A.l - Définition (13, 3.1.1]). On dit qu'un espace rigide X sur K est Stein @ réduction semi-stable X si X est
un modéle formel (strictement) semi-stable de X sur Ok dont la fibre spéciale ¥ := X; admet une famille de
sous-schémas fermés {Y;};cn et une famille de sous-schémas ouverts {V;};en tels que

(i) Y; est une réunion finie de composantes irréductibles de Y pour tout i € N,
i icVicYetY=U,Y;=U,V,
(iii) la famille de tubes {]V;[x}:en est un recouvrement Stein de X, c’est-a-dire (2.1.2, ii), on a des inclusions
strictes 1V [x Vi [x et que X = U, 1V [x.
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Soit i € N. Comme V; est un ouvert de Y;, la tube ]V;[x est la fibre générique (rigide) du sous-schéma
formel ouvert |V;[x de X de support V;.

A.2 - Proposition. Soit X un espace rigide de dimension d sur K qui est Stein @ réduction semi-stable X. Supposons
que { € K. Alors le groupe abélien condensé H} (X ,F,) est profini pour tout n € N.

Dénoncé s’inspire de la preuve de [14, théoréme 2.1] et ne se limite pas a la dimension 1, bien que la
conclusion soit plus faible que loc. cit.. En effet, ce dernier traite le cas ot X est un espaces symétrique p-
adique figurant dans la tour de Drinfeld en dimension 1, de sorte que le groupe profini H}(X,F,) est en outre
muni d’une action continue du groupe GLg(Qy). Le résultat loc. cit. porte davantage sur une certaine propriété

de finitude liée a cette action.

Démonstration. La clef se trouve au fait que I'on dispose d’une chaine infinie d’inclusions strictes & réduction
semi-stable sur une extension finie fixée K de Q,, qui est en particulier de longueur > 2¢’(d + 3), ce qui nous
suffira.

Comme {; € K, ona F; ~ ,ufq sur Xz pour tout ¢ € N. Conservons les notations V; et ¥, comme dans
la définition précédente pour X Stein a réduction semi-stable. Notons U; =]V;[x.

Selon la définition (A.1) et le corollaire (3.1.3), les adhérences schématiques U; dans Y sont propres sur .
Ainsi, d’aprés (3.1.4.3), les applications

(A.2.]) Hy (Uin, Flu,,) — Hi (Ui, Flu,)

sont d’image finie pour tous 7,7 € N et pour tout faisceau étale F sur ¥ qui est soit cohérent soit constructible;
en effet, ces morphismes se factorise par Hj (U;, F|77), ou F] = im(F|y,,, — jij; Flu,,) avec ji: Ui — Uy
i

I'immersion ouverte canonique. Si F est un faisceau cohérent, alors les 7, sont cohérents a support dans U;

par (3.1.4.3). Si F est constructible, alors F] est constructible en étant un quotient de F, et est a support dans
U;. La finitude souhaitée découle alors de la finitude cohomologique étale pour un morphisme propre dans
chacun des deux cas (voir la note de bas de page, p. 24).

En particulier, lorsque 7 est un des gradués gr" = gri*(R?1.F,) de la filtration de Bloch-Kato-Hyodo sur
les cycles proches rigides (1.2.3), ou 0 < m < ¢’, i € {0,1} et ¢ € N, on obtient que les applications (A.2.1) sont
d’image finie. La longueur de la filtration sur R?1.F, étant 2¢’, on peut appliquer 2¢’ — 1 fois le lemme (1.1.4)
pour déduire que les applications

H(::(VHQe"Rq/l*Fp) - Héri(Vi’Rq/l*Fp)a n,i,q € N
sont d’image finie. Alors, en utilisant les suites spectrales
E] = Hy(Vi, R'AFy) = Hi" (Ui Fy),

concentrées aux degrés s € [0,d + 2] (3.2.6) et compatibles pour i € N, et en appliquant d + 2 fois le lemme
(1.1.4), on conclut que les applications

Hé':(l]i+25'(d+3)st) - Hé':(l]l"Fp)’ n,i €N

sont d’image finie. La profinitude en résulte par (2.1.6.2).
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