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Résumé

Nous démontrons que 'application de groupes de cohomologie étale a coefficients dans Fy entre deux
courbes affinoides rigides sur une extension finie K de Qy, I'une strictement incluse dans l'autre, est d’'image
finie. Comme corollaire, nous obtenons la profinitude des groupes de cohomologie étale pour les faisceaux
constructibles de Zariski sur les courbes rigides partiellement propres sur K. Nous obtenons aussi des résultats

paralléls pour la cohomologie étale a support compact.
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0 Introduction

0.1. Notation et convention. Fixons un nombre premier p. Soit K une extension finie de Q, d’anneau des

entiers Ok et de corps résiduel £ = F; sauf mention expresse du contraire.

Sauf mention contraire, la cohomologie étale des espaces rigides (analytiques) sur K sera considérée au
sens de Huber [20].

Un espace rigide de dimension 1 sur K sera appelé une courbe sur K.
0.2. Nous nous intéressons a la finitude des groupes de cohomologie étale a coefficients dans F, des espaces

rigides propres sur une extension finie K de Q,. Ceci découle d’une part du théoréme de comparaison primitif

de Scholze [33, Theorem 5.1] et de la suite spectrale de Hochschild-Serre par la finitude de la dimension



cohomologique de K [22, Theorem 4.1]. La démonstration de ce premier résultat repose pourtant fortement
sur le passage des systémes locaux aux O} /p-modules quasi-cohérents, pour lesquels il y a une forte théorie
a savoir un formalisme des six foncteurs [24]. D’autre part, on a la profinitude des groupes de cohomologie
étale a coefficients dans F, pour les espaces de Stein a réduction semi-stables, essentiellement démontrée par
Colmez, Dospinescu et Niziol [6, Théoréme 2.1], cf. (A.2).

Une interpolation entre ces deux résultats, la finitude d’un c6té pour les espaces rigides propres et la
profinitude de I'autre c6té pour les espaces rigides de Stein, semblerait une profinitude des systémes de groupes
de cohomologie étale pour une suite strictement croissante d’ouverts quasi-compacts (ou simplement d’ouverts
affinoides).

Nous pourrions envisager une finitude de A} (X, Fy) pour j: X — X la compactification universelle d'un
espace rigide affinoide X sur K a la Huber [20, Theorem 5.1.5]. Pourtant, ceci est faux, puisque le faisceau
étale R™ j, j* F s’annule pour m > 0 pour tout faisceau étale surconvergent F sur X selon [20, Proposition 8.1.2,
(ii)]; en particulier, pour le faisceau constant F,, on a Hé’:(Y,Fp) - HJ(X,Fp), qui est monstrueusement

gigantesque.

Ainsi, la finitude de I'image que nous allons montrer ne semble pas étre incarnée dans la finitude de
certain objet géométrique ne dépendant que de I'affinoide intérieur; plus I’affinoide extérieur s’en approche,

plus grande est 'image de I'application de groupes de cohomologie. Ceci conduit 4 la conjecture suivante :

0.3 - Conjecture. Soit U ' X une inclusion ouverte stricte d’affinoides rigides de dimension d sur K. Alors pour
tous n,m € N, les applications induites Hj (X, Z/p™) — HI(U,Z/p™) et Hg (U,Z/p™) — Hg (X, Z/p™) sont

ét,c

d’image finie.

Nous allons démontrer cette finitude seulement en dimension 1, autrement dit, pour les courbes, cf. le théoréme
(5.13), tout en ignorant le cas de dimension supérieure. Nous obtiendrons ainsi, sans faire intervenir des
modéles semi-stables global, une autre preuve d’une version affaiblie de [6, Théoréme 2.1], qui suffirait pour

son application arithmérique.

0.4. Avant d’en parler de la preuve, signalons d’abord quelques conséquences de la conjecture (cf. Section
2). D’une part, la conjecture en dimension d impliquerait la profinitude du groupe de cohomologie étale
d’un espace rigide partiellement propre de dimension d sur K, qui serait la limite projective des groupes de
cohomologie étale d’une suite d’ouverts quasi-compacts strictement croissante dont la réunion est ’espace
total. D’autre part, si la conjecture était vraie en toute dimension < d, alors un dévissage due a Hansen [19]

permettrait d’en déduire la conjecture pour tout coefficients constructibles de Zariski.

0.5. Concernant la preuve, nous en donnerons deux, 'une dans le cas lisse (cf. Section 4) et 'autre dans le cas
général (cf. Section 5), bien qu’elles suivent la méme ligne : étudier le cas de réduction semi-stable (Section 3),
et y ramener dans le cas général. La premiére étape se restreint fortement aux courbes, alors que la deuxiéme,
malgré le théoréme de réduction semi-stable pour les courbes, peut se réaliser en dimension quelconque grace

a la résolution des singularités en mixte caractéristique due a Temkin (et 4 Saito).

Remerciement. L'auteur remercie sincérement Wieslawa Niziol pour tout son soutien et encourage ainsi que

les discussions envers ce projet.

1 Préliminaires

Applications d’image finie

1.1. (i) On dit qu’une application d’ensemble est d’image finie si son image est un ensemble fini (donc un groupe
fini).



(ii) Soit {4;};en un systéme projectif de groupes abéliens. On dit qu’il est profini si pour tout i € N,
application A;;; — A; est d’image finie. On dit qu’il est essentiellement profini $’il existe un systéme {4;};en
profini entrelacant {4;};en quitte & extraire une sous-ensemble d’indices de N, ou ce qui revient au méme, s’il
existe un systéme {4};en entrelacant {4;};en (quitte & extraire une sous-ensemble d’indices de N) avec 4]

des groupes abéliens finis. Tout systéme profini est essentiellement profini.

1.2 - Lemma. Si{A;}icN est un systéme projectif de groupes abéliens essentiellement profini, alors R'lim; A; = 0.

Démonstration. C’est parce que le systéme {4;};en vérifie la condition de Mittag-Leffler. O

1.3 - Lemma. Soit (f;)ien : {4i}ien — {Bi}ien un morphisme de systémes projectifs de groupes abéliens. Si
les morphismes successifs de ces deux systémes sont tous d’image finie (c’est-a-dire que les morphismes A;yy — A; et

B — B; sont d’image finie), alors il en est de méme pour le noyau {ker f;}ien et le conoyau {coker f;};en.

Démonstration. Cest évident, car on a des injections im(ker f;;; — ker f;) < im(4;11 — 4;) et des surjections

im(B;y — B;) - im(coker fi;1 — coker f;). |

1.4 - Lemma. Soit

un diagramme commutatif de groupes abéliens tel que la suite horizontale du milieu est exacte, les deux fléches

verticales de coté sont d’image finie, alors la composée des fléches verticale au du milieu est aussi d’image finie.

Démonstration. On vérifie que im(mg;) C im(f; o ﬂ'}i) + ﬂji(im(ﬂ';c’j)), ou lon a noté im(ﬂ]’c’j) pour un choix
d’ensemble fini d’antécédents de im(ﬂ';c’j) dans 4;. O

1.5 - Lemma. Soit
EX ()= EX (1), teN

un systéme projectif de suites spectrales de groupes abéliens convergentes. Supposons que pour tout t € N et tous i, j, le
morphisme E,” (t +1) — E,” (t) soit d’image finie.

Soit n € N. 8%l existe un intervalle [my, mg] d’extrémités entiéres tel que la filtration spectrale sur EZ (s) pour

tout s € N est concentrée en degrés dedans, alors pour tout t € N, le morphisme
EY (¢t + (mg — my+1)) > EZ(¢)
est d’image finie.

Démonstration. Par hypothése et lemme 1.3, pour tout i € Z et tout ¢ € N, le morphisme EZ' " (t+1) — EL' 7' (t)
est d’image finie. Or, pour tout ¢ € N, le groupe E” () est une extension successive des E''(£), i € [my, mg].

Alors mg — my fois application du lemme 1.4 permet de conclure.

Expliquons Pentier my — my ici. En effet, dénotant par Fil’(¢) la filtration spectrale sur ’abouttisement

EZ (), montrons par récurrence sur U'entier ¢ € [my +1,mg +1] que

(ki)  Pour tout t € N, lapplication E. (¢t + i — my) — E"(t)/Fil'(t) est d’image finie.



Notons que I'on aura Fil™*' () = 0, ce qui permettra de conclure le lemme. D’abord, si i = m; + 1, 'image en
question est égale a celle de E™" ™ (¢+1) — EL"™ ™ (¢), donc finie. Supposons maintenant que (%;) soit vraie

pour certain i € [my +1,mg]. Considérons le diagramme commutatif suivant

EX(t+i+1—m) i—d)Eo”o(t+i+1—m1)

| l

EX Nt +1) —— EX(¢+1) /Rl (¢ 41) —— E% (¢ +1)/Fil (¢ +1)

| l

EZH(8) ——— En () /Fil'(¢)

dont la suite horizontale du milieu est exacte. La fléche verticale en bas 4 gauche est d’image finie, et celle en

haut a droite ’est aussi par (x;). On en déduit (*;4) par une fois 'application du lemme 1.4. m]

1.6 - Corollary. Soit
EX ()= EX (1), teN

un systéme projectif de suites spectrales de groupes abéliens convergentes concentrées au premier quadrant. Supposons
que pour tout t € N et tous i, j, le morphisme E,” (¢ +1) — E,” (s) soit d’image finie.

Soit n € N. Alors pour tout t € N, le morphisme
EX(t+n+1) > EL(¢)

est d’image finie.

1.7 - Remark. Considérons-en une preuve alternative mais plus générale comme suit. On pourra considérer

L]
twis'

E" () sii <my
EZ(t) = 4
2zt EG@) NFV (¢t — j+m) sii€ [m+1mg]

pour tout ¢ € N la filtration décroissante Fil},;, sur EZ(¢) définie par

Fil?

twist

ot E™ (t) NFil/ (¢ — j) dénote 'image réciproque de Fil/ (¢ — j) par E" () — E" (¢ — j). La filtration est stable

a partirde i > mg +1, et on a

Fil} . EL (1) = ker(EL (1) — EL(t — (mg — my +1))), Vi > mg+1.
Etudions les gradués. On a grl .. # 0 seulement si i € [mj,my]. Pour tels 7, le gradué gr! . recoit une
surjection comme suit
im(EX () = EX Nt — i+ my))
E"(t) NFil' (t — i + my) . E"(t) NFil' (¢t — i + my)
E™(¢) NFlY (¢ — i+ my) T (EL(8) Ol (¢ = i+ mp) 0 (25000 EL(E) O FV (2 = j +my))
Fil,; EX (1)
Fill} EL(2)

d’ou la finitude de gr! .  EZ (). On en tire la finitude de
Fil o B2 (6) B, B2 (1) = B (2)  Kex(ES(8) = X (¢ = (my = my+1))
S im(E" (1) — E" (1 — (mg — my +1))).

twist



1.8 - Corollary. Soient A une catégorie abélienne et Ay une sous-catégorie épaisse. Soit
EY ()= EX (1), teN

un systéme projectif de suites spectrales dans A convergentes. Supposons que pour tout t € N et tous i, j, le morphisme
E (t+1) — E,’(t) soit d’image dans Ay.

Soit n € N. 8%l existe un intervalle [my, mo] d’extrémités entiéres tel que la filtration spectrale sur EZ (s) pour

tout s € N est concentrée en degrés dedans, alors pour tout t € N, le morphisme
EL (2 + (my—m+1)) — EL(2)
est d’image dans A.

Démonstration. 11 suffit d’établir que les morphismes Efx,/ t+1) — Efx,/ (¢) soient d’image dans Ay, car on
pourra alors appliquer I'analyse dans la remarque précédente pour conclure, en tenant compte que Ag est
stable par extensions et quotients. Pour cela, il suffit de montrer que les morphismes Ei’fl(t+l) — E;jl(t) soient
d’image dans Ay et raisonner par récurrence. Comme dans la preuve de (1.3), on trouve que kerd,” (¢ +1) —
ker d,i’j(t) est d’image un sous-objet de im(Ei;j(t +1) — Ei;j(t)), donc dans Ay, et que im dri_r’j”_l(t +1) —
im dri_r’jﬂ_l(t) est d’image un quotient de im(Eio_r’jH_l(t +1) — Eio_r’jﬂ_l(t)), donc dans Ay. Finalement, on

conclut en prenant leurs quotients E;jl() = kerd’ (-)/im d,i_r’jw_l(-). O

1.9 - Proposition ([26, Remark 1.2.2.4, Proposition 1.2.4.5]). Soit C une co-catégorie stable munie d’une t -structure

de caeur A (le nerf d’une catégorie abélienne). Soit A* un objet cosimplicial de C=°. On a une suite spectrale convergente
E7 = E(4%) = m j(lim 4°)

avec la premiére page (El' 7 dy) identifiée au complexe normalisé associé par la correspondance de Dold-Kan a l'objet
simplicial w;(A°) de A.

Démonstration. C’est loc. cit. appliquée a la catégorie opposée CP. O

110 - Lemma. Soit A} — - - A%, une chaine d'objets cosimpliciaux de D=°(Z). Supposons que pour tout t € [1,7]
et tous i, j € N, le morphisme (At[il) — 7 (AE”) est d’image finie. Alors pour tousn € N et ¢t € [1,r+1—(n+1)],
le morphisme

Ty (lizn A3, = T (liin 47)

est d’image finie.

Démonstration. Pour tout ¢ € [Lr +1], la suite spectrale (1.9) est concentrée au premier quadrant. Vu la
compatibilité entre les suites spectrales pour les différents ¢ € [1,7 +1] et par lemme 1.6, il reste & montrer que

pour tout ¢ € [1,7] et tous 4, j € N, le morphisme Ellj (43,) — Ell] (47) est d’image finie.

Pour ceci, rappelons que le complexe (El. 7. dy) identifié au complexe normalisé associé a I'objet simplicial

m(A*) de D=°(F,) est plus précisément décrit par

i-1 i—1
EI"/ = coker Zé{c : @ﬂj(Ai_l) - nj(Ai) )
k=0 k=0
. ;+1 :_,_1
Ell’] (A7) Pest aussi par lemme 1.3. O

Pour ¢ € [1,7] et i, j € N, le morphisme 7;(4},,) — 7;(4}) est d’image finie, donc le morphisme Ell] (42,) —



Cycles proches formels-rigides

111. Un schéma sur Ok est dit strictement semi-stable (resp. semi-stable s’il est localement pour la topologie de

Zariski (resp. pour la topologie étale) un schéma formel semi-stable standard
Spec(Ok [Xo,. .., Xu]/(Xo - Xy —@), 1<7r<m,

ou @ est une uniformisante de K. On peut également définir semi-stabilité (resp. stricte semi-stabilité) pour les

schémas formels en considérant le spectre formel Spf au lieu du spectre Spec.

On suit [6, 2.1] pour présenter la filtration de Bloch-Kato-Hyodo sur les faisceaux de cycles proches pour

les schémas formels et I'identification des gradués.

1.12. Algébrisation et cycles proches. Rappelons que si X est un schéma formel localement de type fini sur

Ok, on dispose d’une application continue dite réduction ou de spécialisation 1x : X, — X.

SiX= Xp’\ est le schéma formel complété p-adique d’un schéma algébrique X localement de type fini sur
Ok le long de sa fibre spéciale, alors on dispose d’un morphisme de sites s : (X;)sc — (X;)e faisant partie du

diagramme suivant (qui ne commute pas nécessairement)

(X))ee ——> (Xyp)at

b b

oo = (¥)a —— Xu

Pour tout anneau de coeffcients commutatif E, on dispose d’une transformation naturelle 1¥i* — s*j* (avec
i:X; = X et j: X, = X) qui induit une transformation naturelle de foncteurs de D}, (X;,E) a D} (X, E)

i"Rj. — RA.s"

qui est un isomorphisme lorsque E est de torsion [20, Theorem 3.5.13]; en particulier, on obtient une compa-

raison entre les cycles proches formels-rigides RA.(s*F) et les cycles proches usuels i* R j. F.

On a RTe((X,RA.(s*F)) = RTe (X, 5" F) pour F € D} (X;,E).

1.13. Filtration de Bloch-Kato-Hyodo. Définissons d’abord les symboles cohomologiques pour étudier les
cycles proches i*qu*uf,q.

Soit X un schéma formel semi-stable sur Og. Munissons X de la log-structure dite canonique induite par
la fibre spéciale [2, Theorem 2.3.1], et notons My le faisceaux en monoides associé sur X. On a Mip(u) =

Ox, (U;)" pour tout U € X4. La théorie de Kummer fournit une fléche
8P o i 1
My =~ /l*Oxn = R A upr
puis par le cup-produit le symbole cohomologique
8P\® ®q
(M")®1 — Rq/l*/.ll,r

pour tous ¢,7 > 0.

En procédant comme précédemment avec un X 4 la place de X, on obtient le symbole cohomologique
P S . ®
(MY R

pour tous ¢,r > 0; voir [40, (3.2.3)].



Introduisons maintenant la filtration de Bloch-Kato-Hyodo. Soit @ une uniformisante de K et osons

e = ;—fl ou ¢ est 'indice de ramification absolu de K.

Dans le cas de X, la filtration de ramification 1+ @™ Oy C /0% induit une filtration sur M)%,p et puis par
n

application de symboles une filtration décroissante
"R oy SUY SV DUy DV -

sur les cycles proches l'*qu*/l?,q [40, au-dessus de Theorem 3.3.1].

On procéde de méme sur X en utilisant I'inclusion 1+ @™ Oy C /1*0; donné par 1 + @™ Ox(U) —
n
1,03 (") = OF (Uy). Ainsi, on obtient une filtration par symboles
n n

®g

RIApy! DU DV DUz D VgD

Lorsque X = X', on a le diagramme commutatif suivant

i1+ @"Ox) — ("MP)® —— 'RIj.u5!

| | |

1+ "0y —— (M$")®1 —— Ru*uj?
ou la deuxiéme fléche verticale de droite est induite par
Mx(U) — i.Mx(U) = Mx (W),

le schéma formel U étant le relévement de Uy ou également le complété formel de U. Donc la comparaison

entre les cycles proches usuels et rigides est compatible avec les filtrations définies ci-dessus.
On ne présente le résultat classique sur les gradués de cette filtration dans le cas r = 1 ou ils sont tous
explicites.

1.14 - Theorem (Bloch-Kato-Hyodo, [40, Theorem 3.3.1]). Soit X un schéma semi-stable sur O. Les gradués de
la filtration de Bloch-Kato-Hyodo sur i*qu*ufq sont décrits comme suit (avec Y = X;):

(i) On ai*Rj.u," = U,

(ii) On a des isomorphismes

0._ 770 /170 « Of 0._ 170 /771 o 047!
gry=U"/V _QY/k,log’ gr) =V"/U _QY/k,log
induits respectivement par
{ar,....a4} — /\?:1 dloga;, {an.....a;_1, @} /\?:_11 dlog a;.

(lll) Si0<m<e et[) 'f m, on a des isomorphismes
-1 -1 -2 -2
gr:)n = Um/Vm ~Qf /k/39 e grin = VM/UnHl ~Qf /k/Zq/k

induits respectivement par

—_ g—l J— — q72 J—
{l+o"x,a1,...,a01} <% A, dloga;, {1+ @"x,a,...,00 9, T} X A, dloga;.



(iv) Si0 <m < ¢’ et p|m, on a des isomorphismes

m._ yrm m . 7! g-1 m._ rm m+l _ 92 q-2
g = UMV = QUL ZE L el =V U =l 7

induits respectivement par

q

— g-1 P — q 2 —
{I+@"x,a,...,a0 1} — % - A, dloga;, {1+ o"x,a1,...,04_9, T} X - A, dloga;.

() Sim>e,omalU™=0.

1.15 - Corollary ([6, Théoréme 2.4]). Soit X un schéma formel semi-stable sur Og. On a la méme identification
(1.14, (i)-(v)) pour les gradués de la filtration de Bloch-Kato-Hyodo de Rq/l*ufq.

Démonstration. La question étant locale pour la topologie étale sur X, on peut supposer que X est un schéma
formel semi-stable standard, de sorte que X = X pour X un schéma semi-stable standard. Le corollaire se

déduit alors de la comparaison entre les cycles proches usuels et rigides
i Rjoty! = RAL(s"y") = RA,uy”,

compte tenu de sa compatibilité (selon les définitions) avec les filtrations par symboles et les identifications

explicites dans ’énoncé du théoréme précédent. O

116 - Remark. Les Qg, / o/ B! etles Q sont naturellement des Oy -modules cohérents via le Frobe-

/17
Y/k Y/k' Y [k
nius ¥ = (=)’ : Oy — Oy. Plus précisément, on a

f(x- /\f:1 dloga;) = ffx - /\3’:1 dlog a;

pour les sections locales f,x de Oy et les sections locales a; de (’); pouri=1,...,q.

2 Conséquences de la conjecture

Profinitude pour les espaces partiellement propres

2.1 - Definition (Stricte inclusion). Soit U C X l'inclusion d’un ouvert admissible dans un espace rigide.

(i) Lorsque X = Sp(R) et U est un ouvert affinoide, on dit que I'inclusion est stricte §’il existe r € QN]0,1[

et une présentation R = K(1i,--- ,Ty)/J tel que linclusion se factorise comme U C X(r) = Sp(R,) =
X( %,. . ;—’,") C X dont la seconde fléche est induite par le morphisme naturel

R :K<]115 ,Tm>/,] - K<Ii, aTm’SI"" ,Sm>/(‘]9]-i72 _anls"' ’T,;2 _prlsm) :RT,

our= % avec 11,79 € N. On écrira U c' X.

(ii) Lorsque U est un ouvert affinoide admissible, on dit que I'inclusion est stricte si elle se raffine comme
U c' V c X pour un ouvert affinoide admissible ¥ de X. On écrira U c' X.

iii) Lorsque X est séparé et U est un ouvert admissible quasi-compact, on dit que Pinclusion est stricte
(iif) Lorsq p q pact, q

§’il existe un recouvrement admissible affinoide fini {U;};c; de U tels que U; c' X. On écrira U ct X.
2.2 - Definition ([15, 2.24]). Soit X un espace rigide sur un corps non-archimédien complet X.

(i) On dit que X est partiellement propre s’il est séparé et s’il admet un recouvrement admissible affinoide

dénombrable {U;};e; tel que pour tout i € 7, il existe un ouvert affinoide admissible 17, de X tel que U; ct 17,

(if) On dit que X est de Stein s’il admet un recouvrement de Stein, c’est-a-dire un recouvrement admissible
affinoide {U; };en tel que U; ct Uy



On dit aussi que X est propre s’il est partiellement propre et quasi-compact.

Tout espace rigide de Stein sur K est partiellement propre (donc en particulier séparé).

2.3 - Example. Soit X = Sp(R) un espace rigide affinoide avec une présentation R = K(T3,--- ,Ty)/ ],
son intérieur associé X° := (Jsegnjoyf X () est un espace rigide de Stein sur K de recouvrement de Stein
(XU~ ) e

2.4 - Lemma. Soit X un espace rigide sur un corps non-archimédien complet K. Alors les assertions suivantes sont
équivalents :

(i) X est partiellement propre;

(it) X est séparé, admet un recouvrement admissible dénombrable par des quasi-compacts, et est localement Stein,

c’est-d-dire que tout x € X posséde un voisinage ouvert admissible U, qui est de Stein.

(iii) X admet un recouvrement admissible {U, } ,en tel que les U, sont quasi-compacts séparés et que U, C' Uyyy.

Démonstration. Limplication (i) = (ii) est claire vu 'exemple 2.3. Et 'implication (iii) = (i) découle aussit6t de
la définition (2.1, iii). Montrons la direction (ii) = (iii). Pour tout x € X, choisissons un recouvrement de Stein
{Usa}nen de Uy on a Uy, C7 Uy pyy. Par hypothése, il existe un sous-ensemble dénombrable E = {x;,} men C

X tel que {Uy,, n}menNnen forme un recouvrement admissible de X. Les ouverts affinoides admissibles

Up= | ) Uyn neN

1<m<n

conviendront pour (iii). ]

2.5 - Lemma. Soit U C' X une inclusion stricte d’'un ouvert admissible quasi-compact dans un espace rigide
séparé de dimension d sur K. Supposons que la conjecture (0.3) soit vraie en dimension d. Alors pour tous n,m € N,

Vapplication induite H} (X, Z/p™) — HE(U,Z/p™) est d’image finie.

Démonstration. Montrons par récurrence sur 'entier r > 1 que

(%,) L'énoncé est vrai pour toute inclusion stricte U ct X telle qu’il existe {Uy }1<a<r un recouvrement
affinoide fini de U et {V, }1<q<, une famille d'ouverts affinoides admissibles de X tels que U, ' V,
pour tout «.

La conjecture (0.3) dit que (%) est vrai. Supposons maintenant que (%,) soit vrai, et supposons I'existence de
{U, h<a<r+1 un recouvrement affinoide fini de U et de {V, }1<o<r+1 une famille d’ouverts affinoides admissibles
de X tels que U, ' V, pour tout a. Il existe § € QN]0,1[ telle que U, c ¥,(6) c' ¥V, pour tout a.

Considérons le diagramme commutatif
Hi(J Vezip™) ——— HIC VeuZ/p™ @ HY (V. Z/p™)

I<a<r+l 1<a<r

l l

HC Va0) 0V (6),2/p™) — HEC | Ve(0),2/p™) — HEC| ) Ve(0),2/p™) @ HE(V,(6),2/p™)

1<a<r I<a<r+l 1<a<r

l !

Hg:_l( U Uar N Ur+1’Z/pm) —> Hé’:( U Ua,Z/pm)

1<a<r I<a<r+l

resp.
H () VaZip™) ——— HE | Ve 0V Z/p™)

1<a<r+l 1<a<r

l l

HE () Va(0).2/p™) @ HY, (V(0),2/p™) — HE (| ) Ve(0),2/p™) — HENC ) Va(8) 0 Via(8).Z/p™)

I<a<r I<a<r+l I<a<r

l l

H () UnZp™ @ B (Upn Z)p") —— HE (| ) UnsZ/p™)

I<as<r I<a<r+l
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donné par la suite exacte longue de Mayer-Vietoris pour la cohomologie étale resp. pour la cohomologie étale
a support compactl. Comme X est séparé, les Uy N Uy, Vo (6) N V341(0) et Vo N Vi pour 1 < @ < 7 sont
affinoides rigides, et on a U, N Upyy 7 Vo (6) N V;41(8) €' V, N Viyy. Par hypothése de récurrence (%), les
fleches verticales des deux cotés sont d’image finie; donc le sont aussi les composées des fléches verticales du

milieu par (1.4), autrement dit, (%,41) est vrai. O

2.6. Structure condensée sur la cohomologie étale. Pour tout espace rigide X sur K, nous disposons du

morphisme de sites vx : Xprost = X;Proét — X vérifiant que vy @ Xi — X};Oét est fidélement plat [34,

Proposition 14.8], ce qui nous permet de voir RTe (X, F) = Rl 06 (X °, vy F) pour tout faisceau étale F sur

X comme un groupe condensée; plus précisément, on définit la cohomologie étale condensée comme
RT, (X, F) = R foroets vy F € D(CondAb)

ou fpmét : Xprost — *proet est le morphisme de sites et on a identifié la catégorie Ab(xpe) des faisceaux
pro-étales de groupes abéliens sur un point a la catégorie des groupes abéliens condensée CondAb ; autrement

dit, pour tout ensemble profini S, on a
Eét(Xa]:)(S) = 131—‘qPrOét(Xv<> X vaj(f)
2.6.1. Si X est quasi-compact, alors [34, Proposition 11.23, Proposition 14.9]

quproét(XO X S’ V;(F) = l_igerqproét(XO X Sis V;(]:) = HomSet(Sisquproét(XQ»VjY]:))

1

ou S ~lim §; est une représentation profinie, donc on a
—i
Eét(XwF) = Rrét(X7-F)

qui est classique et discret, i.e. provient d’un groupe abélien discret.

2.6.2. Si X est une réunion croissante d’ouverts quasi-compacts {X;};eN, alors
RT& (X, F)(S) = RTgproet (X ° X §,vy F) = Rlim RT o6 (X;” X S, vy F) = Rlim R (X, vy F)(S).
— 1 n —

Ainsi, le groupe condensée dérivé RIg (X, F) ~ Rlim, RT¢(X,,vyF) est une limite dérivée d'objets discrets,

donnant pour tout z € N la suite exacte de groupes condensés

t

0 — R'lim H'(X;, F) —» HY(X,F) = lim H(X;,F) = 0
7@ — 1

ot le groupe lim; [} (X;,F) muni de la topologie pro-discréte. Si les applications H}(Xj1,F) — Hy(X;, F)

sont d’image finie, on aura R'lim; Hj}(X;,F) =0 pour tout z, ce qui assure que
Egt(X’f) = hane'i(Xz,}_)
qui provient d’un groupe profini.

2.7 - Corollary. Soit X un espace rigide partiellement propre de dimension d sur K. Supposons que la conjecture
(0.3) soit vraie en dimension d. Pour tous n,m € N, le groupe H}} (X, Z/p™) est profini et on a HY (X, Z/p™) —
lim; H(U;, Z/p™).

L. Pour un faisceau F de groupes abéliens sur Xz et des ouverts U et IV de X, on a la suite exacte courte des faisceaux

)os—t

) ) X (s .
0= junnFluav = joFu ® jmFr = juonFour — 0.

On en prend ensuite la suite exacte longue de groupes de cohomologie étale a support compact.
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Démonstration. Ecrivons X comme la réunion croissante des ouverts admissibles quasi-compacts U; tels que
U; c™ Uy comme dans (2.4, iii). Pour tout faisceau de groupes abéliens F sur X, on a RIs(X,F) =
Rlim; RTs (Ui, Fly,), d’ot la suite exacte

0 — R'lim H N (U;, Fly,) — HM(X,F) — lim H (U;, Fly,) — 0
1 n

par annulation de R/ lim;en pour j > 2. En particulier, pour F = Z/p™, le systéme (Hé’:(U,-,Z/[)m))l, étant
profini d’aprés (4.5) que l'on vient de démontrer, son R!lim s’annule, d’ou H}(X,Z/p™) S lim; H}(U;,Z/p™)
qui est profini. O

Pour les coefficients Zariski-constructibles

2.8 - Definition (Faisceaux constructibles de Zariski). Soit X un espace rigide sur un corps non-archimédien
complet K. Fixons un anneau de coefficients A noethérien. Un faisceau de A-modules constructible de Zariski
est un faisceau F sur X tel qu’il existe une décomposition de X en réunion disjointe localement finie de
sous-espaces Z;,i € I localement fermé pour la topologie de Zariski sur X de telle sorte que les restrictions

Flz,

6t

i € I sont des faisceaux localement constants de type fini 2. On dénote par Sh,.(Xs, A) la sous-catégorie

pleine de la catégorie Sh(Xg, A) formée de tous les faisceaux de A-modules constructibles de Zariski.

2.9. Désingularisation pour les espaces rigides en caractéristique 0. Soit X un espace rigide affinoide sur
un corps non-archimédien complet K. En particulier, X est excellent : toute K-algébre affinoide est un anneau
excellent [1, Théoréme 2.13] (cf. [29, Theorem 102]).

Supposon que K soit de caractéristique 0. Soit Z C X un sous-espace analytique fermé. D’aprés les
théorémes de désingularisation de Temkin pour les espaces rigides [39, Theorem 1.1.13], il existe une séquence

finie d’éclatements chacun le long d’un sous-espace analytique fermé nulle part dense
g: X' =Xp—>- - oX1-> X=X

avec X’ lisse et telle que g soit un isomorphisme en dehors de Xgine U Z. En particulier, g est un morphisme
propre d’espaces rigides.
Si de plus X = Sp(4) est affinoide, Z est analytification d’un sous-schéma fermé Z¥8 ¢ X = Spec(4),

et la séquence d’éclatements provient de ’analytification relative [23, §1] (puis réinterprétée dans [8, Example

2.11]) d’une séquence analogue sur X [39, Theorem LL1I]
galg . X/alg — X,;lg e X'lalg N Xglg — Xalg

avec X% régulier “et telle que g¢ soit un isomorphisme en dehors de Xs?ilgg U Z¥2, D’aprés la GAGA rigide
relative [8, Appendix, (A.1.1)],
al, n
2.0x = (g0 yu)?

an

g = Oy si X% est normal.

qui est un Ox-module cohérent, et isomorphe a O

2.10 - Lemma ([36, |). Un faisceau F de ¥;-modules localement constant fini sur Xy est trivialisable

par un revétement fini étale f : Y — X de degré premier d | sur chaque composante connexe de X .

Démonstration. Soit Xy C X une composante connexe. Comme X est localement connexe, Xj est un ouvert

dans X. Soit Xy un point géométrique de Xj.

2. Le cas non noethérien demande par exemple la n-constructibilité : 'existence locale d’une résolution de longueur finie par des
A-modules libres de type fini, voir [1, Exposé IX, Définition 2.3, note de bas 34].

3. Soit 4 une algébre de type fini sur un affinoide sur K. Si A4 est régulier et la caractéristique K est 0, alors 4 est géométriquement
régulier [17, Proposition 6.7.4], donc I'espace rigide Sp(A4) est lisse [13, Theorem 5.3.4, (1)].
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Par la théorie de Galois pour X, le faisceau localement constant F correspond a une représentation
du groupe profini 7T (Xo,xo) sur un F;-espace vectoriel V' de dimension finie. Soit G := im(nflg(Xo,xo) —
GLy,(V)), qui correspond a un revétement fini étale Y de Xp, galoisien de groupe de Galois G. Soit A un
{-sous-groupe de Sylow de G. La représentation de H sur V' admet une filtration dont les gradués sont des
représentations de dimension 1 [35, Chapitre 8, Proposition 26]. Cette filtration correspond par le théorie de
Galois a une filtration de F dont les gradués sont des faisceaux localement constants de rang 1 sur F; trivialisé

sur le revétement fini étale Y /H de X, de degré |G/H| premier a [ par le choix de G. O

2.11 - Proposition (Cas affinoide et variante de [19, Theorem 1.6 ou Theorem 2.10]). Soit X = Sp(A4) un affinoide
rigide sur un corps non-archimédien complet K de caractéstique 0. Alors pour tout fermé de Zariski Z C X nulle part
dense et incluant Xy, le foncteur restriction

{ Morphismes Y — X finis surjectifs,

— {Morphismes Y — X finis étales surjectifs
étales sur X\Z {Morp £ jectifsy

Y xx (X\Z)

est essentiellement surjectif-

2.12 - Remark. Ce résultat a été essentiellement prouvé dans la preuve de [19, Theorem 2.10], mais n’y est
énoncé que pour les espaces rigides normaux pour pouvoir appliquer la plein fidélité afin de se localiser au
cas affinoide. Néanmoins, la normalité apparaissait aussi tout a la fin Joc. cit. pour la pleine fidélité du foncteur

(=) xx\z (X\Z)*™. Nous allons montrer que ceci pourrait étre contourné si Z O Xjing.

Démonstration. Rappelons que le résultat est valable pour X lisse et Z C X un diviseur a croisements normaux
strict d’aprés [28] ou [19, Theorem 2.11]. On s’y réduira.

Le fermé de Zariski Z est de la forme Sp(B) ou B = A/I avec I C A un idéal [20, (1.4.1) et (1.4.4)]. Notons
X?I8 = Spec(A4) et Z*¢ = Spec(B). D’aprés la désingularisation a la Temkin (2.9), il existe une séquence finie
d’éclatements

galg C X8 = X,:lg - Xlalg — Xalg X8 = Spec(4)

. -1 . . < . .
avec X8 régulier, telle que galg (Z*8) soit un diviseur a croisements normaux strict dans X8, et que galg

soit un isomorphisme en dehors de Xs?‘llgg U Z%l8 = Z?% Dénotons son analytification en relevant la décoration
« alg ».

Posons U = X\Z, U’ = g7 (U) et Z' = g7}(Z). Alors par l'analytification, Z’ C X’ est un diviseur a
croisements normaux strict.

Soit ¢ : ¥V — U un morphisme fini étale. Notons V' = V Xx X’. D’aprés ce qui précéde, il existe un
morphisme 7’ : Y’ — X’ fini surjectif, étale sur X"\ Z’, tel que Y’ Xx» U’ = V’. Nous disponsons maintenat

du diagramme suivant

—)Y’

<z>

gv U'—>X'<;Z
U—)X(—Z

dont tous les parallélogrammes sont cartésiens.

Définissons

A= g, Oy.

et

Y := Specy (A) 5Xx
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le spectre affine au-dessus de X. Comme g est propre, A est un Ox-module cohérent, donc 7 est un morphisme

fini; de plus, on a
JA=j gnm.Oy =~ gy.j "m0y ~ gy.d,Opr ~ ¢.gy.Op = ¢.Oy,
ou l'on a utilisé le changement de base propre et la condition que gy soit un isomorphisme. Donc,
Y xx U = Specy; (j*A) = Specy; (¢.0yp) = V.

Pour conclure, le morphisme fini 7 est fermé, d’image contenant I'ouvert dense U, donc 7 est surjectif. O

2.13 - Proposition. Soit U ' X une inclusion stricte d’un ouvert admissible quasi-compact dans un espace rigide
séparé de dimension d sur K. Supposons que la conjecture (0.3) soit vraie en dimension < d. Alors pour tous n,m € N,
les applications induites Hi (X, F) — Hg(U,Fly) et Hy (U, Fly) — Hg (X, F) sont d’image Sfinie pour tout
Jaisceau de Z [ n-modules constructible de Zariski F sur Xe.

Démonstration. Par « dévissage », on entendra implicitement une application du lemme 1.4.

Par la méme technique de suite spectrale de Cech, on se raméne au cas od X = Sp(4) est un affinoide et

que U c' X est une inclusion stricte d’affinoides rigides.

Ensuite, par des dévissages du type
0> Fll] o F-IlF -0,

on se raméne au cas ou J est un faisceau de F;-modules pour certain nombre premier /. Par constructibilité
et dévissage du type
0— jij*F > F > ii"F -0,

ou j: U — X est Iinclusion d’un ouvert de Zariski dense et i : X\U — X l'immersion fermée du com-
plémentaire qui inclut Xy, et par récurrence sur la dimension de X, on se raméne au cas ou F = ;G ou
j : U — X est linclusion d’un ouvert de Zariski dense lisse et G est un faisceau de F;-modules localement
constant. En effet, prenons tels U et G. Pour tous § < ¢’ deux nombres dans QN]0,1[ considérons les suites

exactes compatibles

—— HM(X.jij' F) —— H}(X.F) ——— HUZi"F) ——

| | l

— HY(X(8), jj* F) —— H (X (6"),F) —— HG(Z(6").i'F) —

| l |

— HMX(5),jij*F) —— HMX(6),F) — H!(Z(6),i*F) —>

ou l'on a utilisé le fait que i, d’'une immersion fermé i, est exacte. Comme dim(Z) < dim(X) par densité de
U, et que Z(6') ' Z est une inclusion stricte d’affinoides rigides, I'application verticale en haut a droite est
d’image dense par récurrence. Donc, si 'application Hj (X (8"), j1j*F) — H} (X (6), jij*F) est d’image dense,
application H}(X,F) — H}(X(6),F) le sera aussi par (L.4).

Si l # p, les groupes Hj(X,F) sont déja des groupes finis d’aprés [19, Theorem 1.3]. On peut alors
supposer que F = jiG et [ = p. Par dévissage a I'aide de (2.10), on peut supposer qu’il existe un revétement fini

étale 7 : V' — U, de degré premier a p sur chaque componsante connexe de U, tel que
ﬂ*g =~ Fp
Par la méthode de la trace (appliquée au morphisme fini étale n), G — m.7*G est un facteur direct, donc G
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est un facteur direct de 7.F. Il existe un morphisme fini 7 : ¥ — X tel que 7 Y (U) — U est identifié a 7

(extension de Riemann), alors F = ;iG est un facteur direct de
]Iﬂ'*FP = j!?T!Fp =~ ﬁvﬁFp = ﬁ*ijp

(Pour un morphisme propre, les ()1 et (—). sont isomorphes.) Donc, par exactitude de 7, : Sh(Yz) — Sh(Xz)
[20, Proposition 2.6.4], d'ou 'annulation de Rz, pour i > 0, la question de la finitude pour H'(X (6"),F) —
H}(X(6),F) revient a celle pour H}(Y xx X(6"), jF,) = HI(Y xx X(6), jiF,).

Notons que nous avons Pinclusion stricte d’affinoides rigides ¥ xx X (6’) ™ ¥ xx X () sur K [4, Lemma
7 (iii)]. Donc, en renommant ¥ comme X et j: ¥V — ¥ comme j : U — X, on se raméne & démontrer que
I'application

HZ (X (58"), jiFp) — HL(X(6), jiFy)

est d’image finie. Or, ceci découle aussitot par le dévissage
0— jFp > Fy—>i.Fp—>0

et la conjecture (0.3). En effet, pour tout § € QN]0,1[, en prenant la cohomologie étale sur X (6), on obtient la

suite exacte longue
- HlN(Z(6).Fp) — H(X (), jiFy) — HI(X(6).Fp) — -

Les deux cotés étant a coefficients constants F, la conjecture (0.3) combinée avec lemme 1.4 donne alors la

finitude voulue.

Pour la cohomologie étale a support compact, il suffit de traiter le cas de F = jiG ou j : U — X est
Iinclusion d’un ouvert de Zariski dense lisse et G est un faisceau de Fy-modules localement constant. Comme
précédemment, il existe un revétement fini étale 7 : V' — U, prolongeable a un morphisme fini 7 : ¥ — X,
tel que F soit un facteur direct de ﬁ'ging. Par Pexactitude de 7. ~ 7, on se raméne au cas ou F est de la
forme F = jiF,. Par le dévissage standard (notant que #. ~ i car i est une immersion fermé), on obtient la
suite exacte

o> HENZ(6),Fy) — H (X(6), jiFy) — Hj (X(6),Fp) — -

ét,c

d’out la finitude voulue par la conjecture (0.3) et le lemme 1.4. O

2.14 - Remark. La constructibilité de Zariski est essentielle dans la preuve, puisque le dévissage la-dedans
demande du moins que le fermé complémentaire d’un ouvert considéré porte naturellement une structure

d’espace rigide.

2.15 - Corollary. Soit X un espace rigide partiellement propre de dimension d sur K. Supposons que la conjec-
ture (0.3) soit vraie en dimension d. Pour tous n,m € N, le groupe HJ}(X,F) est profini et on a Hj(X,F) —
lim; H}(U;, Fly,) pour tout faisceau de Z[n-modules constructible de Zariski F sur Xe.

Démonstration. Verbatim comme dans la preuve de (2.7). O

Application : tours de Drinfeld en niveau fini

2.16 - Proposition. Soit X un espace rigide quasi-séparé de dimension d sur K muni d’'une action continue d’un

groupe localement compact G. Soit n € N. Supposons que X admette des recouvrements localement finis du type

Ui ={gU}gecia, Vi=0,....n
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ou
Uy ch...cf U,

est une chaine stricte d'ouverts admissibles quasi-compacts de X stabilisés par un méme sous-groupe ouvert H de G.
Supposons que la conjecture (0.3) soit vraie en dimension d. Alors, pour tout faisceau F constructible de Zariski sur
X stable par F, la Z]p™ -représentation HJ (X, F) continue de G est profinie et admet une filtration finie dont les
gradués sont des sous-quotients respectifs des inductions IndIG{ W, oit K est un sous-groupe ouvert d’indice fini de H,

et que W est une Z/ p™ -représentation finie continue de K.

Démonstration. On a des actions continues naturelles de G sur les [[;cq/n gU;, compatible avec les inclu-
f A .

sions gU; — gU.y. Dénotons par RepGp (Z/p™) c RepE™(Z/p™) la sous-catégorie pleine des Z/p"-

représentations profinies admettant une filtration finie comme décrite dans I’énoncé; c’est une sous-catégorie

épaisse. Considérons les suites spectrales de Cech convergentes compatibles

EY (Up) = [1  HiaUan-0gUnF) = H'(X,F)
E=(@1g) < (G/H)'

\L id

Eluy= ] Hi@Un--0gl.F) —— H(X.F)

£=(&.--&)€(G/H)

Par quasi-séparabilité, on a giU; N --- N g;U, cf glUHl N -+ N g;Up, donc la fléche verticale en chaque
composante du produit est d’1mage finie, denotee A (t) par la proposition 2.13. D’aprés (1.8), il suffit alors
de montrer que la représentation ng(G/H), A (t) appartlent a RepwcPf(Z/p'”), ce qui revient a étudier les
G-orbites dans (G/H)? telles que giU;41 N - ﬂ giU.y1 ne soit pas vide pour tout (ou un) =(g,...,8) dans
cette orbite. D’une part, par ’hypothése de la finitude locale des recouvrements 4, il n’y a qu’un nombre fini
de telles orbites. D’autre part, pour tout g = (gi,...,3;) € (G/H)', son stabilisateur sous l'action diagonale de
G est B
Gg=gHg 'n--NgHg

un sous-groupe ouvert d’indice fini de g gfl. Donc Gg]q g est un sous-groupe ouvert d’indice fini de H. Pour

conclure, notons que

]_[ Algg(t) —IndG lgAl i (z)
§'eG/H
pour tout g = (g,...,8) € (G/H)". O

2.17 - Example. Soit Qd I = pA-1\P?~1(K) le demi-espace de Drinfeld sur K ot d > 2 est un entier. Soit
~—>,//ln—>~~~—>///1—>//lo—>9§{_l

la tour de Drinfeld, modéles rigides analytiques sur K des espaces rigides analytiques .#, 3/ w%{ construite
dans [10] (pour rappel, .Z, z = (Q‘Il{_l)K- X Z et Paction de wg décale la deuxiéme coordonnée n par d =
ey (det(diag(wk,...,@k)))). Le groupe de Lie p-adique GL;(K) agit de fagon continue et équivariante
sur la tour de Drinfeld, avec son centre Z agissant trivialement. Alors pour toute extension finie L de K,
’esapce rigide .4, changement de base de .#, vers L vérifie les conditions ci-dessus avec G = GL4(K). Si
la conjecture (0.3) était valide en dimension d, alors pour tout # € N, la Z/p™-représentation HJ (.4, 1, Z/p™)
de GL;(K) serait profini, extension de sous-quotients de la forme IndIG{Z W, ot K est un sous-groupe ouvert
d’indice fini de 7 (1) le sous-groupe pro-p-Iwahori standard, et que W est une Z/p™-représentation finie continue
de KZ*.

4. Clest plus faible qu’étre de présentation finie.
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Démonstration. En effet, comme les morphismes .#,; — #, — Q‘I"{l d’espaces rigides sur K sont finis
étales, en particulier propres, il suffit de trouver une paire U c’ U’ douverts quasi-compacts admissibles dans
I'espace rigide de base Qf{_l stabilisé par un sous-groupe ouvert H de G. Par exemple, en suivant la notation
de [14, III, 1] : soit B7 l'immeuble de Bruhat-Tits de PGL;(K); soit A le simplexe de dimension d —1 (c’est

aussi la dimension de BT) correspondant a la chaine standard
70% c 702V @ O c 0% c .. c 70g ® OV c 0%,

on peut alors prendre

U= ) @

Ne|BT]|
d(A A)<t

et

H=I101)Z,

ou d(A’,A) < ¢ signifie que A’ peut étre connecté a A par une chaine de simplexes adjacents de dimension
d — 1 de longueur ¢, i.e. A" = Ag,Ay,. .., Ay = A. O

3 Cas des modéles semi-stables d’une stricte inclusion

3.1 - Lemma (|27, Lemma 2.5]). Soit X — X une immersion ouverte d’un ouvert quasi-compact dans un schéma
formel admissible sur O telle que W, C* X, est une inclusion stricte d’affinoides rigides. Alors Uapplication de fibres

spéciales W, — X se factorise par son adhérence de Zariski W dans X, qui est propre sur k.

Démonstration. Par hypothése, on a des inclusions d’affinoides rigides U, c X, (r) C X, pour certain r €
0ON]0,1[ et une présentation X, = Sp(K(71, -+ ,Tn)/J). Dénotons 4 I'image de

OK(E’ ,Tm> i K<]—‘19 ’Tm>/J7
et dénotons A(r) 'image de

0K<ﬂa ,Tm,Sl,"' ’Sm> - K<Zis sTm,SI,"' aSm>/(‘]?Ti’2 _p’lSl’... ’Trzz _anm)’

our = % avec 1,79 € N. Elles sont des Og-algébres p-adiquement complétes admissibles, et on a un mor-

phisme naturel SpfA(r) — SpfA qui donne sur la fibre générique I'inclusion X,(r) C X,, et sur la fibre

spéciale l'inclusion du point fermé sy dans Spec(4/wg) défini par I'idéal maximal (7,. .., Ty, S1,. .., Sn).

D’aprés la théorie de Raynaud, on obtient un diagramme commutatif

T

%l

:

u//

i

ul

L™

Spf Ay SpfA(r) —> Spf4

N

u ?
\
7

ou les fléches verticales sont des éclatements formels admissibles, donc propres sur les fibres spéciales, et que
les fléches horizontales sont des immersions ouvertes. L'image de A — X est aussi 'image de W’ — X" — X.

Or, le morphisme U — X! se factorise dans une fibre projective car Spf A(r) — Spf 4 se factorise par {so},
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son adhérence est alors propre °. Son image schématique dans X;, qui est propre [36, Lemma 0AHG6], est aussi
I’adhérence de U, dans X, °. O

3.2 - Corollary. Soit W — X une immersion ouverte d’un ouvert quasi-compact dans un schéma formel admissible
séparé sur O telle que W, C' X, est une inclusion stricte (pas forcément entre des affinoides). Alors Lapplication de

fibres spéciales W, — X, se factorise par une son adhérence de Zariski \; dans X qui est propre sur k.

Démonstration. On peut supposer d’avoir des recouvrements admissibles finis affinoides

w, = Ju. " Jva c ¥,

ael ael
avec des inclusions stricte U, c' ¥V, d’ouverts affinoides admissible. On a alors un diagramme commutatif

comme suit

W=—7=U," < U,8, c ¥
U U
w, - B!,

u C X

ou les fléches verticales sont des éclatements formels admissibles, donc propres sur les fibres spéciales, et que les
fleches horizontales sont des immersions ouvertes. Alors 'application de fibres spéciales (/,); — (B),); C X;

se factorise par son adhérence de Zariski (U}); dans (B));, qui est propre sur £ par le lemme 3.1. Donc

(U7,)s est aussi son adhérence dans X puisque le morphisme d’un schéma propre sur £ vers un schéma séparé

sur k est propre [17, Corollaire 5.4.3]. Alors I'application de fibres spéciales W; — X se factorise par son

adhérence dans X}, qui est 'image schématique du morphisme [[, (U}); — X.. Or, ceci est propre sur k7,

donc U; — X, se factorise par un sous-schéma fermé de X; qui est propre sur £. O

3.3 - Lemma. Soit Y un schéma localement noethérien. Soit V.— Y un ouvert. Considérons le sous-schéma ouvert

vet=y\(Y\V),

o (—) dénote l'adhérence schématique.

(i) OnaV CcV*cCV.

(i) Supposons que localement pour la topologie fidélement plate de présentation finie sur Y, chacune de ses compo-
santes irréductibles soit définie par une seule section globale. Alors I'immersion ouverte j : V' — Y est un

morphisme affine.

(iii) Dénotons par j Uimmersion fermée V. — Y. Soit F un faisceau sur Yz admettant une filtration finie Fil®F

dont chaque gradué gr® F est muni d’une structure de faisceau cohérent. Posons
K =ker(F — j.j*F)
muni de la filtration restreinte Fil°IC = K NFil* F, et

G :=F/K ~im(F - j.j'F)

5. Si une immersion ouverte U C X se factorise par un schéma fermé Z — X, alors U — Z est une immersion ouverte. En effet,
U — Z est un homéomorphisme sur une partie ouverte de Z, et que pour tout x € U, ona Oz, 5 Oy x [?, Proposition 4.2.2, a)|, puisque
Oxx » Ozx — Oy dont le composé est un isomorphisme.

6. Notons f le morphisme X/ — X¥,. Uadhérence de U/ dans X!’ est projective; notons-la 7. Ladhérence de U, dans X; est
Pimage schématique par f de U7 ; en effet, on a ker(Ogx, — i.0y,) C ker(Ox, — fii.’ Oy, ), avec égalité si f. est un éclatement.

7. Soit I, le faisceaux d’idéaux de Oy, définissant (27, )s, alors cette adhérence et image schématique est définie par le faisceaux
d’idéaux (N, -#o. Une simple application du critére valuatif de propreté permettra de conclure.
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muni de la filtration quotient Fil°G, image de Fil* F. Alors,
— JK=0,Klypy = Fpy et G > jj*G:

— Sous la condition de (ii), si de plus le morphisme naturel
(3.3.) Fil'K — ker(gr* F 5 j.j* gr* F)

est de conoyau un faisceau extension successive de faisceaux cohérents, alors les gradués gr® G sont respec-
tivement des extensions successives de faisceaux cohérents; plus précisément, on a la suite exacte naturelle
suivante

0 — ker(y.)/gr* K — gr* G — im(y,) — 0

ot le faisceau de gauche est isomorphe au conoyau de (3.3.1) et est une extension successive de faisceaux

cohérents supportés sur Y \V*, et le faisceau de droite est naturellement cohérent supporté sur V.

Démonstration. (i) C’est clair.

(i) La propriété que j : V* — Y est un morphisme affine se vérifie localement pour la topologie
fidélement plate quasi-compacte sur Y [I8, Proposition 2.7.1, (xiii)| (qui est plus fine que la topologie fidélement

plate de présentation finie).

Soit g : Y/ — Y un morphisme plat et localement de présentation finie. Dénotons
prsat . Y'\Y’\g‘l(V).

Montrons que V'3 = g=}(V*), Pour cela, il suffit de montrer que
(a) W S g~ '(W) pour tout ouvert W C ¥;
b) g (Y\Z) 5 Y’'\g ! (Z) pour tout fermé Z C Y.
Le (b) est clair. Le (a) est vraie emsemblistement, puisque I'on a W c g (W) par continuité de g, et

I'inclusion inverse car g est ouvert en étant et plat localement de présentation finie [18, Theorem 2.4.6].

Par hypothése, en travaillant localement pour la topologie fidélement plate de présentation finie sur Y,
on peut supposer que Y est un schéma affine noéthérien, et que ses composantes irrédutibles {Y;};es sont de
la forme Y; = V(f;) pour certain f; € O(Y). Comme Y est noethérien, 'ensemble 7/ est fini. Soit [y C I le
sous-ensemble des i tels que V rencontre Y;. Alors, on a V= Uies, Yi, puis Y\V = User, (Y,»\(UZ-GIO Y)),

donc
rw=Jrn={Jrm=v{]n

i¢ly i¢ly i¢ly
Ainsi, son complémentaire V**" dans Y est identifié comme l'ouvert principal D([];¢ 1, i) € Y, qui est affine.

(iii) Le premier point est clair. Montrons le deuxiéme point. D’aprés (ii), 'immersion ouvert j est affine,
donc R'j,H = 0 pour tout faisceau cohérent H sur V3 (et pour la topologie étale, ou méme la topologie
fidélement plate de présentation finie). On en déduit par récurrence sur la longueur de la filtration Fil®F (et

par 'exactitude de j*) que pour tout m € N, on a que R'j, j*Fil*F = 0 et que la suite courte (exacte a gauche)
0 - jij FiI"™'F - j.jFl"F - j.j e F — 0

est exacte a droite, donc elle est exacte.

18



On dispose du diagramme commutatif suivant

0 — Fil"™MK —— Fil"K —— ker(yn)

[ | [

(3:3:2) 0 — Fl"™F —— > Fl"F ——— g F —— 0

| | -

0 — jjFI™F —— j*Fl"F — j.j g™ F —> 0

dont la ligne centrale et les colonnes sont exactes par définitions. La derniére ligne est exacte d’aprés ce
qui précéde, et puis la premiére est exacte par le lemme du serpent. Ceci étant, on obtient le diagramme
commutatif suivant

0 — Fil"™'KC —— FI"K — g K —— 0

L]

0 — Fl"™F —— FI"F — gi" F —— 0

L]

0 — Fil™G —— FiI"G —— g G —— 0

dont les colonnes sont exactes et dont la derniére ligne est exacte par le lemme du serpent. Ainsi, on obtient
une suite exacte

0 — ker(yn)/gr™ K — g™ G — im(y,) — 0

par le lemme du serpent appliqué au diagramme suivant

0 — g"K — gi" F —— gi"G — 0

! o !

0 — ker(yn) — gt F —— im(yn) —> 0

Il reste & voir que les deux faisceaux de coté, ker(y,)/gr™ K et im(y,,), vérifie les propriétés de cohérence
voulues. En effet, remarquons d’abord que ker(y,,) et im(y,,) héritent la cohérence de gr™ F. Pour ceci, on
remarque que j.j*gr”™ F est un faisceau quasi-cohérent sur Yz puisque Y est localement noethérien [16,
Proposition 9.4.2]. Le morphisme naturel vy, est un morphisme de Oy-modules sur Yz, donc ker(y,) et
im(y,) sont aussi quasi-cohérents, méme cohérents car ils sont de type fini. Quant a leurs supports, ker(yy)
est supporté sur Y'\V® car ¥, est un isomorphisme sur Pouvert V** c Y; et im(y,,) est supporté sur V
car j,j* gr™ F l'est. Lhypothése supplémentaire (3.3.1) revient au méme de dire que le sous-faisceau gr™ K C
ker(yn) est de quotient extension successive de faisceaux cohérents, donc ker(y,)/gr™ KC est une extensions

successives de faisceaux cohérents. O

3.4 - Remark. La clef de la preuve est le fait que si F est un faisceau étale cohérent sur un schéma localement
noethérien Y, alors pour tout immersion ouverte j : V' — Y, I'image du morphisme de faisceaux F — j.j*F
est cohérent [16, Proposition 9.4.2].

3.5 - Corollary. Soit
X= SpfOK<X0,. .. ,Xn> /(X() . -Xr - ’ZD'”)

avecv € N* et 0 < r < n;soientY = X; et V un ouvert de Zariski dense dans

Vst = Spec k[ Xo,. ... Xoo XL X Xoarse o Xl /(Ko X)) & Y

s+

pour certain entier 0 < s < r. Posons f = Xy - - - X, pour certain entier 0 < s <r et g = Xey -+ X,
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Soit F = Uqu/l*/,t?q. Dénotons IC = ker(F — j.j*F), G =im(F — j.j*F) e¢ U™, V™ les filtrations de
Bloch-Kato-Hyodo induites la-dessus; dénotons leurs gradués par

gry =U"/v"

grin — Vm/Um+1

pourm € N* et K, F et G. Dénotons également
Ymo : grg RIAF, — j.j" grg RIAF,

Ymi: gy RIAF, — juj* gr RIAF,
pour m € N*.

Pour tout m € N*, soit p, € N tel que m + panyv > ¢’. Ona
fom g™ F c gt K C ker(yp;) C gt F

pour i € {0,1}, ou sur le premier terme on considére la structure de Oy -module (cohérent) (1.76) sur gr?* F. En
particulier, ker(yp ;) /gr? IC est un faisceau supporté sur

V\V =V (f,g) = Speck[Xy,..., X, X2

s+

X X X)) (Ko - X X - Xo).

Démonstration. On a
Verv=D@ cV=V(f)cYy

qui, avec la filtration de Bloch-Kato-Hyodo sur F = Uqu/l*,ufq, vérifient toutes les conditions de (3.3). Donc
ker(7ym;) est supporté sur Y'\V** = V(g) pour tout m € N*; alors ker(y,;)/gr" K Iest aussi.

Le sous-Oy-module cohérent fo - gry' F C gry F est engendré par les formes différentielles logarith-
miques
freng - A1 dlog @

pour x € Ox et a; € OF U {X;}]_;, qui possédent des antécédents

r
i=0°

{1+ ™ fx,a,. .. sag_1y € UMF.
On vérifie que

{1+ w”’f”“’"x,al,. .. ’aq—l}lus

_ pa
= {1+@" fiy "*pe s - ag-yu}
= {1+wmﬂ)a"‘vg_[m”mu,a”u,. . .,aq,1|u} € Um+[m”v]:|ux cU* .7:‘11: =0.

o . . = -1 — N ;.
Donc {l+ @™t x, ay,. .. ,ag-1} € K. Ainsi, tout fPomx . /\?:1 dlog a; posséde un antécédent dans U™,
Cest-a-dire que f» -gry' F C gry K . De méme maniére, nous obtenons 'inclusion fam. gr' F C gr{" K. Les

autres inclusions sont triviales.

En particulier, sur I'ouvert D( f ), les inclusions deviennent des identités, donc le faisceau ker(y,,;)/gr*
est supporté sur V' (f) pour tous m € N* et i € {0,1}. O

3.6 - Proposition. Soit W — X une immersion ouverte d’un ouvert quasi-compact dans un schéma formel quasi-
compact séparé semi-stable de dimension relative 1sur O telle que W, C7 X, est une inclusion stricte. Supposons que
{p € K. Les applications

Hl(X,R/AF,) — HL (W, RIAFyly,)
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et - - : -
Hy (W gry, RIAFylu,) — Hyy (X817, R/ AF))

H (W U'RIAFyly,) — H, (X, U'RAF))
sont d’image finie. En particulier, si de plus B C W est un ouvert quasi-compact tel que B,y ' W, est une inclusion

(B, RIAFylp,) — H (X,,RIA.Fp) sont d’image finie.

. o i
stricte, alors les applications H, st

ét,c

Démonstration. Soit ¢ € N. Comme {, € K, on a R71,F) = Rq/l*,u?q. Nous allons appliquer le lemme (3.3, iii)
AaY =X, V=U;et F= Uquﬁ*/,t?q muni de la filtration de Bloch-Kato-Hyodo (1.15). Pour ceci, vérifions que
ses conditions sont remplies. Conservons les notations du lemme (3.3, iii); nous allons en fait montrer que les

ker(yms)/gr!" KK pour m € N* et i € {0,1} sont des faisceaux gratte-ciel constructibles.

Soit 7 C Oy, le faisceau d’idéaux définissant le sous-schéma fermé V= 11_5 C X; qui est réduit. Pour tout
m € N*, soit a,, le plus petit entier naturel tel que m + pa,, > ¢’. Comme une conséquence directe de (3.5), on

obtient que
(3.6.1) I - gr' F C gri' K C ker(yn;) C gr}" F.

En effet, il suffit de montrer la premiére inclusion. Comme X est semi-stable sur Ok, localement pour la
topologie étale, on a
X = Spf Ok (X0, ..., Xp) [(Xo -+ X, — @")

aveco e Net0 <7 <mSionall,=0oull, =X, alors Z = Ox, et K=F,ouZ =0et K=ker(yn;)=0;le
résultat est trivial dans ce cas. On peut donc supposer v > 0 et f = Xo--- X; avec 0 < s < r, alors Z = fOx,
et le (3.5) donne (3.6.1).

Pour m € N* et i € {0,1}, le faisceau ker(yy;)/I%" - gr* F est cohérent et supporté sur u_s\u?:“ comme
on le voit localement. Comme X est de dimension relative 1 sur Ok, Pensemble W, \ M5 est une partie discréte
de points fermés comme on le voit localement pour la topologie étale; cet ensemble est finie par la propreté de
U, sur £. Ainsi, le faisceau ker(y,;)/(Z%" - gri* F) est un faisceau cohérent gratte-ciel supporté sur un nombre
fini de points fermés; il est alors un faisceau constructible car £ une extension finie de F,; donc I'est aussi son
quotient d’aprés (3.6.1) ker(ym;)/gr?" K.

Passons maintenant 4 la cohomologie. Traitons d’abord le cas de la cohomologie étale. Appliquons le
lemme (3.3,iil)a Y = X,, V = U et F = UIRV/I*,u?q muni de la filtration de Bloch-Kato-Hyodo (1.15). La
filtration de Bloch-Kato-Hyodo induite sur G = im(F — j.j*F) = F/K se raffine par une autre dont les
gradués sont des faisceaux cohérents supportés sur U, ou des faisceaux cohérents constructibles sur 2 \2L.
Notons que le faisceau R?1.F,/F est une extension de faisceaux constructibles (1.15). Donc RY14.F,/K est une
extension successive de faisceaux constructibles et faisceaux cohérents supportés sur 11_5; donc sa restriction
Rq/l*Fp/lﬂuT est une extensions successive de faisceaux constructibles et faisceaux cohérents. Le diagramme

commutatif

Hi (%, RI1F)) — Hi(X,,RIAF,/K)

!

H} (U,,RIAF, /Kl

i

Hi (W, Fly,) —— Hj(We.RIAFy/Kl,)

montre alors que 'application H/ (¥X;,R/A,F;) — H} (U, R/A.Fply,) est d’image finie.

Passons maintenant au cas de la cohomologie étale a support compact. Soit Z' ¢ Oy, le faisceau d’idéaux
définissant le sous-schéma fermé réduit (¥,\U5).q C X,. Dénotons j' : X \U; — X, F' = RIAFy et
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K’ =ker(RIA.F — j.j"RIA,F). Comme précédemment, on obtient
(3.6.2) ' g F' C grf K' C ker(ym,;) C grf' F/

pour m € N* et que les faisceaux ker(y,,;)/Z"*" - grj" ' sont cohérents constructibles supportés sur

xs\u_s\(aes\u_ma‘ = w\us

Le faisceau K’ étant supporté sur X; \(X \u ) = Uy, U, les faisceaux cohérents Z'*n - gr 7' pour m € N* le
sont aussi. Pour m = 0, on a gr’ K’ ¢ gr? 7’ pour i € {0,1}, qui sont des faisceaux constructibles, donc les
gr0 K’ le sont aussi. Ainsi, £ est une extension successive de faisceaux constructibles et faisceaux cohérents
supportés sur 2, donc sa restriction K’ |5 est une extension successive de faisceau constructibles et faisceaux
cohérents. Comme j;j™*F’ est supporté en dehors de Uy, on a K'[y, S F ln,, et on obtient le diagramme

commutatif

HE (X, RIVF)) «—— H. (¥,K)

-

Hi (W, K i)

-

etc(us,Rj/l Fﬁlu) <_ e”(usalc/hlx)

qui montre que application H (W, R/A.Fyly,) — H} (¥%,,R/1.F,) est d'image finie. O

ett etc

3.7 - Remark. La méme stratégie s’applique au cas ou X est seulement supposé log-lisse sur Og. En effet,
grace a [41, Theorem 3.3] et [4], Lemma 3.2], on se réduit au cas ou X est quasi-log-lisse sur Og au sens
de [31, Definition 5.2]. Par comparaison formel-algébrique, on déduit de [31, Corollary 4.5, Theorem 5.4] une
version formelle-rigide quasi-log-lisse de la filtration de Bloch-Kato-Hyodo, & partir de laquelle on conclut par

les arguments qu’on vient de présenter.

3.8 - Proposition. Soit
UcX(@)c X)) c---c"X(6,) c" X(60) =X

avec 0 < 8y < -+ < 8 = 1 une chaine douverts admissibles quasi-compacts qui est la frbre générique d’une chaine

d'ouverts quasi-compacts d’un schéma formel séparé semi-stable sur Ok
UcWycUyc---cU, cU, =X,

Supposons que {p € K et posons [ := dim X + 2. Alors pourm € N et t € [1,7 +1— 1], les applications
H{ (X (6441).Fp) — H (X (6,).Fy)

H (X (60),Fp) — H (X (6:11),Fp)

sont d’image finie.

Démonstration. On a RT'¢(Y;,RA.—) = RI¢(Y,),—) pour tout schéma formel admissible ¥ sur Ok par défini-
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tion de RA.. Donc pour tout ¢ € [L,7], on dispose des suites spectrales convergentes compatibles suivantes :

E;] =Hgt((ut+1)s,Rj/l*Fp) _— H;t"'j(X(éHl),Fp)

| l

E;] = Héit((ut):,Rj/l*Fﬁ) — Héit+j (X(ét)’F/’)

ou A : Xot — Xep = (X;)at est la projection de sites. Chacune des fléches verticales & gauche est d’image finie
d’aprés (3.6). La page Ey est concentrée en degrés j € [0,dim X +1] = [0,/ —1], donc il en est de méme pour la
page Eo. On en déduit par lemme 1.5 que pour ¢ € [1,r+1-1], Papplication H (X (6,41),Fp) — HF (X (6,),Fp)

est d’image finie.

Quant a la cohomologie étale 4 support compact, pour tout schéma admissible ¥ sur Og et un choix de

compactification ¢ : Y — @, on a des équivalences
RTsto (D5, RA.=) =~ RTe(V,t0RA. =) = RTa(D,, RAutyp=) = RTat(,y,00=) = RTet ()

ou la deuxiéme est due a [20, Corollary 3.5.11 (ii)]. Donc pour tout ¢ € [1,7], on dispose des suites spectrales
convergentes compatibles suivantes

L] _ pri
E2 =H

ét,c

(W), R7A.Fy) == H.7 (X (5,),F))

ét,c

l l

Ey) = HY (W5 RIAFy) == Hy (X (6,0).Fy)

ét,c ét,c

a partir desquelles on conclut comme précédemment. O

4 Cas des courbes lisses

La preuve demandera quelques résultats sur les modéles semi-stables potentielles pour les courbes [5].

4.1. Algébrisation d’une inclusion stricte. Soit 4 I’algébre de type fini plat sur Og obtenue précédemment
par algébrisation. Supposons en plus que U C X soit une inclusion stricte d’affinoides rigides, c’est-a-dire
que U = Sp(B) et que linclusion U C X est induite par A[%] — B qui se factorise a travers A[’%] — B =
lim B(r).

—rolt

4.2. (Compactification lisse et modéles compatibles pour les courbes, variante de (5.1 ci-dessous)) Construi-
sons une variété rigide projective lisse X qui contient X comme un ouvert affinoide admissible. Pour cela,
commencons par algébriser X. Comme X est le spectre d’'une algébre de Tate sur K, il en existe un modéle
formel admissible affine, nécessairement rig-lisse. On peut donc I'algébriser comme un schéma affine admissible
Xs = Spec 4 sur Ok dont la fibre générique X;lg = Spec Ak est lisse sur K [37, Theorem 3.1.3].

. . . . v . . 1 A
Construisons maintenant une compactification X qui sera lisse. Comme X; ¢ est une courbe algébrique
. . . ofz ] .
affine lisse sur le corps parfait K, elle admet une unique compactifice X, sur K : c’est I'unique courbe

algébrique projective lisse sur K qui contient X,? 'S comme un ouvert dense. En rigidifiant, on obtient

X = ((Xalg);)\)n c (X;Ig)rig c Y = (Xr;ilg)rig

comme voulu (la premiére inclusion dépendant du modéle entier algébrique 4 ; voir par exemple [20, (0.7.6)]).

En prenant un modéle projectif admissible de X,;i ' sur Ok et puis son complété p-adique, on obtient un

modéle formel projectif admissible X de X.
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Soit {U;}ier une famille finie d’ouverts admissibles quasi-compacts de X. On la compléte en un recou-
vrement admissible de X formé d’ouverts quasi-compacts et contenant {X }. D’aprés la théorie de Raynaud [4,
§8.4, Lemma 5], ce recouvrement, quitte a faire un éclatement formel admissible & X, provient d’un recouvre-

ment ouvert contenant {;};c; de X.

4.3 - Lemma (Modéles semi-stables compatibles). Soit X un affinoide rigide lisse sur K de dimension 1. Soit
{Ui}ier une famille finie d'ouverts admissibles quasi-compacts de X. Alors il existe une extension finie K’ de K

telle que les immersions ouvertes (U;) g — Xk proviennent des immersions ouvertes de schémas formels semi-stables
U; —» X sur Og.

Démonstration. Par (4.2), on obtient une compactification projective et lisse X pour X, un modéle formel
admisssible projective X de X, et un recouvrement ouvert fini de X contenant {U;}ier U {X} qui induisent sur
les fibres génériques U; € X C X. Ce recouvrement ouvert de X donne tout de suite un recouvrement Sformel [5,
paragraphe avant Proposition 11] (fini) ¥ = {V;}; de X. Rappelons que pour tout recouvrement formel ¥ de
X, on peut lui associer Punique modéle formel X en recollant les Spf O°(V;) pour V; € ¥'.

Dans la suite, on démontrera que tout recouvrement formel ¥ peut, potentiellement aprés une extension
finie de corps de base, étre raffiné a un recouvrement formel 7" tel que le modéle X 4~ associé soit semi-stable.
Ce raffinement correspondera alors a un morphisme de schémas formels X y» — X 4 (éclatement formel). Et
les images réciproques des ; C X fourniront les modéles semi-stables compatibles désirés (par abus de

notation).

Il suffit de trouver un tel recouvrement pour Ui C X;, puisqu’un tel recouvrement sera défini sur une

extensions finie de K gréice a [5, Lemma 1.4].
On suit maintenant de prés la preuve du théoréme [5, Stable Reduction Theorem 7.1].
Rappelons quelques notations :

— On note désormais C = Yﬁ la courbe projective et lisse.

— Soit ¥ un recouvrement formel de C, on note
n:C— Cy

I'application de réduction.

— Pour tout ¢ € E;, on note

Ci(q) =n""(g)

la fibre formel, qui se compactifie, en recollant des disques fermés le long de couronnes, en une courbe

lisse et propre C? [5, Definition 4.4] de genre g(C?). La notation dans loc. cit. est

C?:=Ci(q) U UEZV.
J7R%

Par exemple, si ¢ est un point lisse, alors C.(g) est isomorphe & un disque ouvert et se compactifie
donc en recollant un disque fermé en P! qui est de genre 1; si ¢ est un point double, alors C,(g) est
isomorphe a une couronne ouverte et se compactifie en recollant deux disques fermé en P! - en fait, ces
propriétés les caractérisent [5, Theorem 5.5]. Quant a la preuve du théoréme, il s’agit alors de raffiner le

recouvrement formel afin que les C,(¢) soient parmi ces deux types.

— On note

v(C.7) = max{g(C?)}.
q€Cy

Posons #; le recouvrement de C obtenu par extension scalaire de celui du début de la preuve.

D’abord, quitte a raffiner %), on peut supposer que y(C, %)) = 0. En effet, d’aprés [5, Proof of 7.3, Step

1], & partir d’un recouvrement formel arbitraire ¥" de C, on peut en construire un raffinement % tel que
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v(C,#) < y(C,7) dés que ce dernier est > 1 (% étant construit en subdivisant « ’adhérence de C;(g) » pour
q tels que g(C?) = y(C,7)). Ensuite, pour tel 5, on a [5, Theorem 5.5]

Ci(g) =P\ | | Ds.
i€l,
Rappelons que #I;, =1 si et seulement si ¢ est un point lisse, #/, = 2 si et seulement si ¢ est un point
double. Suivant [5, Proof of 7.3, Step 2], quitte a subdiviser encore « 'adhérence de C.(g) » pour ¢ singuliers,
la cardinalité de tout /, se rend < 2. Ainsi, tout point singulier ¢ est un point double et le modéle Cy, est

semi-stable. 0O

4.4 - Remark. Une preuve alternative repose sur les études soigneuses de la strucutre des courbes analytiques
[12, Chapitre 5 et 6] (au sens de Berkovich). On peut toujours trouvé un ensemble sommital S de X2 contenant
les 0*"U; et 0°"X, le modéle semi-stable associé X := (XM)) et ses ouverts U; := (Ui,m Uy))
conviendraient [12, 6.3.19]. Cette preuve est du méme esprit que celle de [5] mais dans le langage de Berkovich;
en effet, 'ensemble sommital §' correspond a un atlas affinoide formel, qui n’est autre qu’un recouvrement

formel pour Bosch et Liitkebohmert, le modéle formel auquel est X.

4.5 - Theorem. Soit U ' X une inclusion ouverte stricte de courbes affinoides rigides lisses sur K. Alors pour tous
n,m € N, Uapplication induite H} (X, Z/p™) — H(U,Z[p™) est d’image finie.

Démonstration. Fixons un n € N.

(i) Tout d’abord, par dévissage 0 — Z/p™~! L Z/p™ — Z/p — 0, on se raméne au cas de p-torsion,
autrement dit, il suffit de traiter le cas de Z/p ~ F,. En effet, fixons my € N; par hypothése de la stricte

inclusion, on peut prolonger U C X en une chaine d’ouverts admissibles quasi-compacts
UcX(6)cX(0g) T CX(Omy) CX(Omgr1) =X

avec 0 < ;] < -++ < dpy41 = 1. Supposons que la proposition soit vrai pour m = 1. Alors pour tout ¢ € [1,m],
application Hj (X (6:+1),.Fp) — Hj(X(0,),F,) est d’image finie. En appliquant le lemme 1.4 m fois aux suites
exactes
n m— p‘ n m n
{HG (X (6),Z/p"™ D} = {HE(X(6,),Z/p™)}1 — {HE (X (5,),Fp)}i, m € [1,mo]

et par récurrence sur m, on obtient que pour m < myq et ¢t € [1,mo+1—m], Papplication H}(X (614m),Z/p™) —
HE(X(6;),Z/p™) est d’image finie, en particulier pour ¢ = 1,m = mj.

On traite désormais le cas m = 1.

(ii) Posons

r:=(n+1)(dim X +2)

Par hypothése de la stricte inclusion, on peut prolonger U C X en une chaine d’ouverts admissibles quasi-
compacts

UcX@)cX(@@)C---CX(6,) CX(0r1)=X

avec 0 < 01 < -++ < §,q =1 (différente que précédemment). Par lemme 4.3 (comme on est en dimension 1), il
existe une extension finie de corps K’/K telle que le changement de base vers K’ de cette chaine d’inclusions

est induite par une chaine d’ouverts quasi-compacts d’un schéma formel semi-stable sur Og
UcUcUyc---cU,cU,,;=X.

Quitte & agrandir K’, on peut donc supposer { € K’ et que I'extension K'/K est galoisienne.

(iii) Il s’ensuit de la proposition 3.8 que pour ¢ € [l,r +1 — /], I'application Hé’f(X(étJrl)K,,Fp) —
HJ (X (6,)k',Fy) est d’'image finie.

25

need dimension 1



(iv) II reste la descente galoisienne. On a les suites spectrales convergentes compatibles suivantes :

Ey) = H (G, HL(X (6,:0)5 Fp) == H7 (X (6141).F))

l l

Ey) = H' (G, H}(X (6)x.Fy)) == H}7 (X(5,).F,)

ou G = Gal(K’/K). Chacune des fléches verticales a gauche est d’image finie d’aprés ce qui précéde et le fait
que tout groupe de cohomologie H*(G,—) d’'un G-module fini est fini. On en déduit par lemme 1.6 que pour
t € [Lr +1— (n+1)], Papplication HJ (X (6s4+(ns1)1).Fp) — Hi(X(0,),Fp) est d’'image finie. O

4.6 - Remark. Le nombre r dans la preuve dépend de 7, mais on pourra aussi le rendre indépendant de
n. Pour cela, on remarque que, dans la descente galoisienne, les suites spectrales sont concentrés en degrés
0<j<(dimX+1)+(1+cdyGp +p— [k :Fp]) <1+ c—1par [3, Theorem 7.3] et [22, Theorem 4.1], ot

¢ =1+1+p—[k:Fp]

est une majoration de 1+cd, Gy +p—[£’ : F,] pour toute extension finie £’ /£ (si I'on utilise [20, Corollary 2.8.3]
au lieu de la premiére référence, on obtiendra 2 dim X a la place de dim X + 1). Ainsi, les filtrations spectrales
sur 'aboutissement sont de longueur au plus / + ¢. Donc [ + ¢ fois (au lieu de n + 1 fois) 'application récursive
du lemme 1.4 implique que, pour tout n € N et ¢ € [1,7 +1— (I + ¢)I], Papplication H} (X (64 (14¢)1).Fp) —
HJ(X(6:).Fp) est d’image finie. On aurait pa poser r = (I +¢)l.

5 Cas des courbes générales

Existence de modéls formels d’une immersion ouverte

5.1. (Compactification et modéles compatibles) Comme X est le spectre d’une algébre de Tate sur K, il en
existe un modéle formel admissible affine. D’aprés [37, Theorem 3.1.3], ce modéle formel est le complété p-
adique d’un schéma affine X8 = Spec 4 admissible sur O. De plus, il existe une immersion ouverte de X%
dans un schéma X8 admissible et projectif sur Ok ; en effet, on peut le plonger dans un espace projectif sur
Ok, puis y prendre I'adhérence schématique de X*¢. Le schéma X8 est en particulier séparé. Par complétion

p-adique, on obtient une immersion ouverte quasi-compacte de schémas formels admissibles sur Og

— —\ A
Xi= (X)) X o= (X0)
?
En prenant la fibre générique rigide, on réalise X comme un ouvert affinoide admissible dans I’espace rigide
projectif sur K

X cX:=(X),.

Soit {U;};es une famille finie d’ouverts admissibles quasi-compacts de X. On la compléte en un recou-
vrement admissible de X formé d’ouverts quasi-compacts et contenant {X}. D’aprés la théorie de Raynaud [4,
§8.4, Lemma 5|, ce recouvrement, quitte a faire un éclatement formel admissible a X, provient d’un recouvre-

ment ouvert contenant {;};c; de X.

5.2 - Lemma (Algébrisation d’éclatements formels admissibles). Léclaté formel admissible d’un schéma formel
admissible de la forme X = (Xalg)j’)\ (ot X8 est un schéma algébrique localement de type fini et plat sur Ok)
relativement d un idéal (ouvert) & C Ox est défini algébriquement.

Démonstration. 1 suffit de montrer qu'il existe un idéal .78 C Oy tel que ¥ = S . Og. Pour cela, on
peut définir .#?!8 comme I'image réciproque de .# par le morphisme Ox - Ox/p"Ox S i.(Ox/p"Ox) pour
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certain 7 tel que p"Ox C . (qui existe localement), ou & := ker(Ox — i.(Ox/.#)), ou i est le morphisme

(X,0x) — (X,0x) d’espaces topogiquement annelés. En effet, on vérifie localement que le complété formel

de .78 est 7. O

Ainsi, I'éclatement formel admissible de X provient d’un éclatement algébrique admissible de X?is.

Hyperrecouvrement par des semi-stables
5.3. Travaillons avec les catégories suivantes :

— La catégorie Sch%i;{" des schémas admissibles (i.e. plats et de présentation fini) séparé sur Spec(Okg),
— La catégorie FSchz(‘SlI'{11 des schémas formels admissibles (i.e. plats et de présentation fini) sur Spf(Ok),

— La catégorie Rig, des espaces rigides sur K.

Dans chacune d’entre elles, le produit fini et le produit fibré existent (les objets finals étant respective-
ment Spec(Ok), Spf(Ok) et Sp(K)), donc toutes les limites finies existent. Plus précisément, le produit
fibré dans Sch®™ est localement donné par (4 ®¢ B)/(4A ®¢ B)[r™], celui dans FSch"(‘g;“ donné par
(A®¢B)/(A®¢B)[n™], celui dans Rig, donné par A&®¢B des espaces de Banach p-adiques. En plus, les

sommes finies y existent aussi, sont disjointes et universelles °.
On considére les foncteurs (o
adm =/ adm " _ .
Schy " — FSch, ' — Rigy.

5.4 - Lemma. Les foncteurs (—)2 et (=), ci-dessus commutent aux limites finies.

Démonstration. Ceci revient au méme de dire qu’ils commutent aux produits fibrés et aux produits finis. On le
vérifie par exemple pour (—)[f : Sch?g;“ - FSch"Eg;" et (=), : FScth;“ — Rigy, ce qui est rEoins clair. Tout
d’abord, notons que le foncteur (—)[f est localement donné par I’association Spec(4) +— Spf(4), et le foncteur

(=); donné par Spf(4) — Sp(A[,%]). Vérifions qu’ils commutent au produit fibré.

Pour le second, on a

SpIA), X, SPICBYy = Sp(A 1 1) X1 SP(B[%])
= SP(A[;]®C[1]B[,7])
= Sp(d@c B1-])
= Spf(A&cB),.

Pour le premier, on aura besoin du lemme suivant.

541 - Lemma. Soient R un anneau ¢t f € R. Soit M un R-module de vomple’te’]lz = 1(21 M/f"M. Alors on a
un complexe

0> M[f¥] > M — M/M[f~] — 0.
11 est exact @ gauche et @ droite. Il est exact au milieu si de plus M de f -torsion bornée, i.e. si M[f] = M[fV]
pour certain N € N.

En particulier, si R est un anneau noethérien et M est un R-module de type fini, la suite est exacte.

Démonstration. On a (M /M[f*])[f>] = 0, d’ot la suite courte est un complexe. Si M[f>] = M[fV], pour
tout élément (%,), dans le noyau de la fléche droite, on a x, € f*"M + M[fV], dou f¥x, € f*M, donc
(Xu)n € MfN]. m

8. Termininologie de [1, Chapitre V bis].
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Grace a ceci, on obtient

A

(Spec(4) Xspec(c) Spec(B))) = Spec (4@ B)/(4&¢ B)[p™]),
= Spf (4 ®c B)/(A®c B)[p*]
= Spf (4 ®c B)/(4®c B)[p”]
= Spt ((48:B)/(48:B) (1)

= Spf(/?) Xspf(('f) SPf(E),

ou la troisiéme identité découle du lemme précédent. O

5.5 - Corollary. Les foncteurs ci-dessus commutent aux foncteurs cosquelette cosq,, : Simp, — Simp.

Démonstration. Ceci découle aussitét du lemme 5.4 grace a expression [36, Lemma 0183] des foncteurs cos-
quelette comme limites finies

(cosq, Xe<n)[m) = lim Xecy
(A/[mDZ,

pour m > n, ou la limite est prise dans la catégorie des fléches de but X|_y;. |

5.6 - Corollary. Soit (Y;);e; un diagramme fini d'objets dans Schgl;{“. Si X — lim;er Y; est un morphisme propre

et surjectif d’objet dans Sch?g;{n, alors le morphisme induit (XPA),7 — lim;ey ((Y,—)[?) est aussi propre et surjectif-
1

Démonstration. Le composé o)
5.4

XM, — i ( Y: A) 2 [ (lim vy

( p)n_) z‘lenll ( z)p . (ilgll l)p )

est la fibre générique rigide du morphisme propre et surjectif X — lim;¢; Y;. Il est donc propre et surjectif par
[20, Proposition 1.9.6, Lemma 3.7.3]. O

Pour clarté, on rappelle le théoréme sur I'existence d’'un modéle semi-stable potentiel (4 un log-éclatement

preés) pour tout log-schéma log-lisse de type fini sur un anneau de valuation discréte.

5.7 - Theorem (Saito, cf. [32, Theorem 1.8/Theorem 2.9 (1)]). Soit X un log-schéma log-lisse et de type fini sur
un anneau de valuation discréte Oy, il existe un entier ¢ > 1 tel que, pour toute L extension finie séparable sur K
d’indice de ramification divisible par e, il existe un log-éclatement (en particulier un morphisme projectif et log-étale)
f:W-X ®l(;i Oy tel que Uy = f_l(Ux,L) — Uxy = Ux ®k L est un isomorphisme et que (W,Uy) est
semi-stable sur Op, o Uy = Xy €t X ®lg§( Oy, est le log-schéma saturé de X ®p, Of.

5.8 - Corollary. Pour tout schéma X de type fini séparé et plat sur Ok, il existe une extension finie séparable L de
K un morphisme projectif et surjectif W — X avec W semi-stable sur Oy,

Démonstration. D’aprés [38, Theorem 1.2.9/Theorem 4.3.1 (ii)], il existe une extension finie KX’ de K de degré
une puissance de p et une altération projective (comme X est supposé séparé) b : X’ — X de degré une

puissance de p telles que W avec la log-structure définie par sa fibre spéciale est un log-schéma log-lisse sur

Ok.

Ensuite, le théoréme précédent fournit une extension L de K’ et un morphisme projectif et surjectif
W — X’ avec W semi-stable sur Of. En effet, soit f : W — X’ ®l(gi Oy le log-éclatement fourni par
le théoréme, qui est en particulier projectif. De plus, f est surjectif puisqu’il est fermé et que son image
contient Uy qui est dense dans X (car X est un log-schéma log-régulier localement noethérien; voir [30,
Proposition 2.6]). Par ailleurs, étant la saturation d’un log-schéma fin, le morphisme de schémas sous-jacents

v X’ ®l(ggK O — X' est fini surjectif. La modification désirée est alors le composé fog: W — X' O

5.9 - Proposition (Constuction d’hyperrecouvrement d’un espace rigide venant d’'un modéle algébrique). Soit
X% un schéma de type fini séparé et plat sur O. Il existe {K,},en une suite d’extensions finies de K contenant {,
et un objet simplicial X,allg de Schgi;n augmenté sur X*¢ tel que
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(i) pour tout n € N, le schéma X[a,llg est localement semi-stable sur O, pour certain t € [0,n], avec t dépendant

de la composante connexe de X[aj% ;

(ii) pour tout t > —1, le morphisme

al al
(5.9.0) X[5 — (cosq, X058

est projectif et surjectif.

Démonstration. Suivons le procédure inductive décrite dans [9, 6.2.5] pour sa construction.

Définissons d’abord
alg alg
X 5= X%
Pour le prochain niveau : il existe un morphisme projectif et surjectif W — X?8 avec W semi-stable sur
Ok, pour une extension fini Ky de K. On peut supposer que ¢, € Ko. Posons alors
alg
X =W.
avec la fleche W — X comme ci-dessus. On obtient ainsi un objet simplicial 0-tronqué o -scindé de Sch?g;n
augmenté
alg alg
Xiop = Xy
Supposons qu’on ait construit X, lsg" un objet simplicial z-tronqué o-scindé de Sch%()i;n augmenté sur X
tel que X8 pour tout ¢ € [0,n] est semi-stable sur Og, et ¢’ € [0,¢], et que pour tout ¢ € [-L,zn —1], le

[2]
morphisme (5.9.1) est projectif et surjectif. Formons

W = (cosq, X225 ) s,

qui est encore séparé car le produit fibré et le produit, donc ainsi que les limites finies dans Sch‘z‘,;il‘{“, préservent
la séparabilité. Il existe alors par (5.8) un morphisme projectif et surjectif W’ — W avec W' semi-stable
sur O,,, pour une extension finie K,,; de K. On peut supposer que {, € K,41. D’aprés [l, Chapitre V bis,

Proposition 5.1.3], il existe Xign ,; un objet simplicial (z + 1)-tronqué o -scindé de Sch?od;n étendant X, ;gn tel

que N X[ariil] ~ W'Y, En particulier, X[aiil]

semi-stable sur 'extension finie K; de K contenant {, pour certain ¢ € [0,z]. Le morphisme (5.9.1) pour ¢ = n

est la réunion disjointe de W’ et d’autres schémas dont chacun est

est alors projectif et surjectif.
Par récurrence, on obtient un objet simplicial X.alg € Simp(Sch%iI’{“) vérifiant la condition (i) et (ii) dans

I’énonce. o

5.10 - Corollary. Soient X*8 un schéma de type fini séparé et plat sur Ox et X2 vérifiant la conclusion de la
proposition 5.9. Alors la fibre générique rigide X, de X forme un hyperrecouvrement de X qui est la fibre générique
rigide de X*'8 pour la v-topologie.

En plus, pour tout n € N, le morphisme X[,) — X est projective.

Démonstration. En prenant la fibre générique rigide, on obtient un objet simplicial X, de Rig, augmenté sur

X. Cest un hyperrecouvrement pour la v-topologie si et seulement si pour tout ¢ > —1, le morphisme
(5.10.1) Xie41) = (cosquXe<t) i1

est un recouvrement pour la v-topologie [21, Definition 3.5.4]'". Ceci est vrai car il est propre et surjectif par

9. Voir [1, Chapitre V bis, Définition 5.1.1] pour la notion d’étre o-scindé et la notation N.
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[20, Proposition 1.9.6, Lemma 3.7.3].

La derniére phrase de ’énoncé concernant le morphisme X[,] — X s’ensuit des faits que la projecti-
vité est stable par produits fibrés et que toute section d’'un morphisme projectif est encore projectif; voir la

démonstration de [7, Corollary 4.14]. O

Hyperdescente

5.11. (Hyperdescente) Soient S un site et C une co-catégorie présentatble. On dit qu'un préfaisceau F sur S a
valeurs dans C vérifie la descente (resp. ’hyperdescente), ou que F est un faisceau (resp. hyperfaisceau), si pour

tout hyperrecouvrement de Cech (resp. tout hyperrecouvrement) U, — U dans S, la fléche naturelle
FU) - ligl]-'(U.)

est une équivalence. Détonons Sh(S,C) (resp. Sh™P(S,C)) la co-catégorie des faisceaux (resp. sa sous-catégorie
pleine des hyperfaisceaux) sur S a valeurs dans C. Par exemple, pour tout faisceau F € Sh(S,C), le préfaiseau
U +— RT(U, F|y) est un hyperfaisceau [25, Lemma 6.5.2.9] .

En particulier, pour tout diamant Y (par exemple pour ¥ = X° avec X € Rigy [34, Lemma 15.6]) et pour
tout faisceau de groupes abéliens F sur Y, le préfaisceau RI'((-),, v} F) vérifie la v-hyperdescente pour les
diamants, ot 'on dénote par vy le morphisme de sites Y, — Y. En effet, soit ¥, un hyperrecouvrement de ¥
par des diamants dans Y;; on a RI'(Yeer, 10 F) = RI(Yey, vy 70 F) = RT(Yap,mivy F) selon [34, Section 14].
En plus, on sait que RI'((—),, v} F) vérifie la v-hyperdescente d’aprés ce qui précéde, car v} F est un faisceau

sur Y.

5.12 - Proposition. Soit X un espace rigide sur K avec un hyperrecouvrement X, par des espaces rigides sur K.
Supposons qu’il existe une immersion ouverte X C X avec X un espace rigide propre sur K, et que X, provient par
restriction d’un hyperrecouvrement X o de X tel que pour tout n € N, le morphisme 7, : X [,) — X soit propre. Alors
pour tout faisceau de groupes abéliens F sur Xy, la fléche naturelle

Rl (X, F) — Rliin RT et (Xe, 7, F)
est une équivalence.
Démonstration. Les morphismes propres m, induisent des morphismes compatibles
Rl (X, F) = RUee (X, puty F) = RUet o (X, 7y, F) = RUet o (X[n], 70 F)s
fournissant ainsi la fleche naturelle dans I'énoncé. Par ailleurs, les composés

RUs (X, F) = RTe(X, jiF) — RUe( X, RnuTy 1 F) = RUet( X, Tns jr s F) = RUst(X (], jr o F)

10. Si on préfére la définition de la v-topologie pour les diamants [34], on obtiendra la méme v-descente au final, puisque l'on a
<
[t]
(-)° : Rigg — Diam commute au produit fibré par définition.

11. La notion d’hypercomplétude est définie juste avant le lemme cité, et il s’avére [25, Theorem 6.5.3.12] qu’il s’agit aussi de la
descente par rapport aux hyperrecouvrements.

des homéomorphismes |X[,]| ~ |X et des équivalences de sites (X[;])et = (X[‘;] )ét par [34, Lemma 15.6], et que le foncteur diamond
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définissent les mémes morphismes (3 une homotopie prés) 2.

Pour montrer I’équivalence, dénotons par j : X — X I'immersion ouverte dans I’énoncé et par j, son

changement de base vers le niveau [2] € A. On a

RTet. (X, F) = RUe (X, jiF)
= R l' RFé Y n 7_>,< j
Jm, RFa(X a7t 7)
=R [}Li]rgA RT&t(X [n), jurm, F)
=~ R lim RTe (X[n),7,F)
[n]eA

ou le deuxiéme isomorphisme vient de la v-hyperdescente (5.11) pour la cohomologie étale. O

Démontrons maintenant le théoréme principal.

5.13 - Theorem. Soit U C' X une inclusion ouverte stricte de courbes affinoides rigides sur K. Alors pour tous
n,m € N, les applications induites Hi (X, Z/p™) — HZ(U,Z/p™) et Hi (U.Z/p™) — Hg (X, Z/p™) sont

d’image finie.

Démonstration. Fixons un n € N.

(i) On se réduit au cas m =1 comme dans la partie (i) de la preuve du théoréme 4.5. Supposons désormais
que m = 1.
(ii) Posons

r:=(n+1)(dimX +2)

Par hypothése de la stricte inclusion, on peut prolonger U C X en une chaine d’ouverts admissibles quasi-

compacts
(5.13.0) UcX(@6)c X)) c---c"X(6,)c" X(6,0) =X

avec 0 < 0 < -+ < 8,41 = L. Par (5.1), il existe un schéma algébrique X*¢ de type fini et plat sur Ox modélisant
X et tel que cette chaine d’inclusions est induite par une chaine d’ouverts quasi-compacts d’un schéma formel

admissible projectif sur Og

— [ —\A
uculcugcmcu,cum:Xc%:(Xalg)
»
Soit X218, un objet simplicial de Sch*(‘gl;{n augmenté sur X2 donné par la proposition 5.9. Ensuite, posons
— A
X, = (Xalg.) .
?
Lobjet simplicial
Xo=(X,),

est un hyperrecouvrement de X dans Rig, pour la v-topologie (5.10). Par changement de base, on obtient des

12. En effet, il suffit de remarquer le diagramme commutatif suivant
RUeto (X, F) —> Rleto (X, mper, F) = RT gt (X, mpm, F) = RUg, (X[njs”:;]:)
13 R R

RUa (X, jF) — RTa (X, jimpentyF) = RU(X, jimpnyF) R

\ R

RTe(X, TneTippF) =  RUa(X,TnejumyF) = RTe(X[n)s jumyF).
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morphismes simpliciaux
W, € (U)o € (Up)e € -+ C (Uy)e € (Wpi)e = X4 C X

induisant aux fibres génériques (la stricte inclusion étant préservée par le changement de base propre [20,
Lemma 1.10.17 (iii), (iv)])

U, € ()e T (Up)e -+ T (U)e < (Uy)e = X € X

qui sont respectivement des hyperrecouvrements de (5.13.1). D’aprés la v-hyperdescente (5.11) resp. (5.12), on a le

diagramme commutatif suivant

o ——— Rla(Ui,Fp)) ——— RIa(UFy) —— -+

I L

o+ — Rlimp R ((Ups1)e,Fp) —> Rlimp RTs((Uy)e,Fp) ——> -+~

resp.

oo ———> Rle (U, Fy) ———— Rle (Ui, Fp) ——— -+

-+« — Rlimp Rl ((Ur)e, Fp) ——> Rlimp R ((Upn1)e Fp) — -+

ou la seconde ligne est la limite simpliciale du morphisme
+ = Rl ((Ups1)e,Fp) = RUa((Up)e,Fp) — -+

resp.
= Rrét,t((Ut)Ost) - Rrét,c((l]t+l)Ost) —> e

(iii) En chaque niveau [n] € A, pour tous m € N et ¢ € [1,r + 1 —[], I’application

HéT((UtH)[n]’F[)) - Hérf((Ut)[n]sF[;) resp. Hé,ﬁc((Ut)[n]’Fﬁ) - Hé’:fg((UHl)[n],Fp)

est d’image finie par proposition 3.8, ou / := dim X + 2.

Il résulte alors du lemme 1.10 que pour tout z € N. et tout ¢ € [1,7 +1— (n + 1){], I'application
H (X(6t+(n+1)l),Fp) - Hé’: (X(‘St)’F[z) resp. Hé'f,c (X(5t)an) - Hg{,c (X(6t+(n+1)l)’Fp)

est d’image finie. O

A Cas de Stein a réduction semi-stable

Faute de validité de la conjecture (0.3), on ne peut pas conclure la profinitude pour un espace de Stein
lisse arbitraire de dimension d > 2 sur K. Cependant, si 'on dispose d’'un modéle formel semi-stable global au

sens suivant, on aura également la profinitude.

Al - Definition ([?, 3.1.1]). On dit qu'un espace rigide X sur K est de Stein d réduction semi-stable X si X est
un modéle formel (strictement) semi-stable de X sur Ok dont la fibre spéciale ¥ := X; admet une famille de

sous-schémas fermés {Y;};en et une famille de sous-schémas ouverts {V;};en tels que

— Y; est une réunion finie de composantes irréductibles de Y pour tout i € N,

— Y, cVCYetY=U,%=U,U,
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— la famille de tubes {]V;[x}ieN forme un recouvrement de Stein de X.

Comme V; est un ouvert de Y;, la tube |V;[x est simplement la fibre générique (rigide) du sous-schéma

formel ouvert de X supporté sur V.

A.2 - Proposition (cf. [6, Théoréme 2.1]). Soit X un espace rigide de dimension d sur K de Stein d réduction
semi-stable X. Supposons que {, € K. Alors Hj(X,Fp) est profini pour tout n € N.

t
Démonstration. Comme (, € K, on a F, = ,ufq sur Xg pour tout ¢ € N. Conversons les notations V,,Y,
comme dans la définition précédente pour X de Stein a réduction semi-stable. Notons U; :=]V;[x.

Les Y; sont propres sur £, donc les adhérences E dans Y sont aussi propres sur k. Ainsi, d’aprés (3.4),
les applications
Hé,:(Ui+1,-7:|U,+1) - Hé':(Uz',-FlU,»)

sont d’image finie pour tous 7,7 € N et pour tout faisceau étale F sur Y soit cohérent soit constructible, en
particulier lorsque F est un des gradués gr;" = gr;" R/A.F, de la filtration de Bloch-Kato-Hyodo sur les cycles
proches rigides, ou 0 < m < ¢’, i € {0,1} et ¢ € N (on a aussi R/1,F, = 0 pour ¢ > d +1). En effet, ces
morphismes se factorise par A} (U;, ‘Fz‘llﬁ,-)’ ou F] =im(Fly,, — jirji Flu,,) avec j; : Uy = U I'immersion
ouverte canonique. Si F est un faisceau cohérent, alors les F, sont cohérents supportés sur U; par (3.5). Si
F est constructible, alors F/ est constructible en étant un quotient de F, et est supporté sur U;. La fmitude

voulue découle alors de la finitude cohomologique étale pour un morphisme propre dans chacun des deux cas.

Procédons a la profinitude. Comme RI'¢(X,F;) = Rlim; R (U;,F,), on a la suite exacte
0— R! linI\}Hé’Z_l(U,-,Fp) — H!(X,F;) — lim H(U,Fp) - 0
ic ic

pour tout n € N par 'annulation de R/ limgen pour j > 2.

La longueur de la filtration sur RYA.F, étant 2¢’, la finitude précédente combinée avec 2¢" — 1 fois

I'application de (1.4) assure que les applications

H(Viyoe ,RIAFy) — Hg (Vi,R71.F))
sont d’image finie pour tous #,%,¢ € N. Alors les suites spectrales

E;* = HL(V;,R°A.F)) = H"(U;.F))

concentrées aux degrés s € [0,d + 1], compatibles pour i € N, combinées avec d + 1 fois 'application de (1.4)
montrent que les applications
Hé,:([]i+2£’(d+2)7Fp) - Hé’:([]th)

sont d’image finie pour tous 7,7 € N. Donc le terme R!lim; s’annule et on obtient
Hi{(X,Fy) = lim HE(Ur, Fy)
1

qui est profini, pour tout n € N. O
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